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40. Band, Heft 7/9 31. Dezember 1951. S. 289--432 
Geschichte. 
Hofman, Jos. E.: Über Gregorys systematische Näherungen für den Sektor 
eines Mittelpunktkegelsehnittes. Centaurus 1, 24—37 (1950). 
Die Näherungen, von denen hier berichtet wird, sind herausgewachsen aus 
den Auseinandersetzungen zwischen James Gregory (1638 75) und Chr. Huy- 


gens (1629—1695) Eher die von letzterem N analytische Unmöglichkeit 
der Kreisquadratur. Die Näherungsformeln Gregorys stehen im ersten Teil seiner 
Exereitationes geometricae (1668). Verf. zeigt, daß Gregory, ehe er von Newtons 
Reihenlehre etwas wissen konnte, einen vollwertigen Ersatz für unsere Sinus- und 
Tangens-Reihe besaß, daß er sich über die in seinen Entwicklungen auftretende 
Entsprechung zwischen dem elliptischen und hyperbolischen Sektor klar war und 
daß er diese Sektoren durch affine Umformung auf die entsprechenden Sektoren 
eines Kreises oder einer gleichseitigen Hyperbel zurückführen konnte. Seine Ent- 
wicklungen erfolgen vermittels des sogenannten Taylorschen Satzes, der Gregorys 
geistiges Eigentum ist. Er ist somit selbständiger Entdecker der Reihenlehre und 
darin unabhängig von Newton. Eugen Löffler. 


Boyer, Carl B.: From Newton to Euler. Scripta math., New York 16, 141—157, 
221— 258 (1950). 

Es handelt sich um die Vorveröffentlichung des 8. Kapitels aus des Verf. History 
of Analytical Geometry. Die einschlägigen Buchpublikationen zwischen 1704 
(Newtons Enumeratio) und 1748 (Eulers Introductio) werden ziemlich eingehend 
behandelt; verdienstvoll ist die auf mühsamer Detailforschung beruhende Berich- 
tigung vieler irriger Angaben in älteren mathematikgeschichtlichen Zusammenfas- 
sungen. Wünschenswert wäre eine stärkere Berücksichtigung der zeitgenössischen 
Korrespondenzen gewesen, die auch noch in dieser Zeit als eine Art von Veröffent- 
lichung anzusehen waren. Josef Ehrenfried Hofmann. 

Schrek, D. J. E.: Prince Rupert’s problem and its extension by Pieter Nieuw- 
land. Scripta math., New York 16, 73—80, 261—267 (1950). 

Nach Wallis, Opera II, 1693, S. 470/71 hat Prinz Rupert von den Pfalz 
(1619/82) gezeigt, wie man einen Würfel ausbohren muß, um einen andern gleich- 
sroßen durch ihn hindurchzustecken. Auf das nämliche Problem kam Ph. Ronayes 
aus Cork, Verf. einer Algebra (London 1726).Nach J.H.vanSwinden, Grondbeginsels 
der Meetkunde, 2 Amsterdam 1816, S. 608/10, deutsch von C.F. A. Jacobi, Jena 
1834, S.542 hat P. Nieuwland (1764/94), ein Schüler Swindens, als erster die 
Kantenlänge des größtmöglichen durch einen gegebenen Würfel steckbaren be- 
stimmt. Verf. gibt eine sorgfältige mathematische Darstellung des Problems mit 
Bar Literaturangaben auch über die moderne Weiterentwicklung. 

Josef Ehrenfried Hofmann. 

 Simonart, Fernand: De Gauss & Cartan. Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. 8. 
36, 1010—1025 (1950). | 
Auf engem Raum gibt Verf. eine klare und übersichtliche Darstellung der Ent- 
wicklung der Differentialgeometrie, beginnend von Johann Bernoullis Betrachtung 
kürzesten ‚Linien auf einer krummen Fläche 1687 über Euler, Lagrange, 


Beltrami, "Weingarten, Darboux, Bianchi, Lie, Ricei- 
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M ngo, Gauß und Riemann. "Auf diese klassischen Arbeiten folgen dann die 
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wird eine Geschichte des Problems der Minimalflächen gegeben von Lagrange bis 
Riemann, dann des ‚„Begleitenden »-Beins‘“ nach Darboux, Ribaucour und 
E. Cartan. Wilhelm Blaschke. 

Burekhardt, J. J.: Rudolf Fueter. 30. Juni 1880 bis 9. August 1950. Vjschr. 
naturf. Ges. Zürich 3%, 284—287 (1950). 

Godeau, Robert: Adolphe Mineur. Bull. Soc. math. Belgique 1948—1949, 
10—14 (1949). 

Godeaux, Lueien: Les recherches math@matiques en Belgique dans ces der- 
nieressannees. Bull. Soc. math. Belgique 1949—1950, 32—40 (1950). 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


Vera, Armando Asti: Der Status der mathematischen Entitäten. Episteme 
3/4, 112—114 (1948). [Spanisch]. 

Bacea, Juan David Gareia: Schematische Geschichte der Begriffe Endlich 
und Unendlich. Episteme 5, 149—171 (1949) [Spanisch]. 

Wienpahl, Paul D.: Frege’s Sinn und Bedeutung. Mind, n.S. 59, 483—494 
(1950). 

Bendiek, Johannes: Scholastische und mathematische Logik. Franziskanische 
Studien 31, 13—48 (1949). 

Veateh, Henry: Aristotelian and mathematical logie. Thomist 13, 50—96 
(1950). 

e Walther, Elisabeth: Kleiner Abriß der mathematischen Logik. Berckers 
kleine Volksbibliothek. Kevelaer Rheinland: Verlag Butzon & Bercker 1949. 328. 

o Beth, E. W.: Les fondements logiques des matk6&matiques. (Collection de 
Logique Mathematigue, Ser. A; Monographies r&unies par Mm® Destouches-Fövrier, 
Nr.1.) Paris: Gauthier-Villars 1950. 222 p. 

Eine Einführung in die Grundlagenforschung von einem hohen Vollständigkeitsgrad. 
Hauptpunkte: (1) Die Grundlegung der Zahlentheorie durch Dedekind, (2) Die Beweis- 
theorie, mit der Zentralstellung des Herbrandschen Theorems, (3) Axiomatisierung und Arith- 
metisierung der Syntax, mit Hindeutungen auf das Gödelsche Unvollständigkeitstheorem und 
seine Folgen für die Hilbertsche Beweistheorie, (4) Die Semantik (nicht generell; aber an ge- 

 .eigneten Beispielen veranschaulicht, und mit einem wohlgelungenen Beweis für die Undefinier- 
barkeit des Wahrheitsbegriffes in einer widerspruchsfreien formalisierten Sprache, für welche 
er. definiert ist), (5) Der Logizismus (Frege und. Russell), (6) Die Mengenlehre und die 
. mengentheoretische Logik (Zermelo, Skolem, Fraenkel), (7) eine ausführliche Darstellung 
des Intuitionismus, (8) eine eben so ausführliche Diskussion der logischen und der semantischen 
. Antinomien. — Diese Einführung ist eine Bereicherung der Literatur. Aus diesem Grunde möchte 
ich hier auf einige Punkte eingehen, die mir kritisch zu sein scheinen. — I. Zur Anordnun g: 
' Es scheint mir, daß die Semantik der Beweistheorie und der Syntax hätte vorangehen sollen. 
. Aus folgenden Gründen: (1) Der mathematische Folgerungsbegriff ist der zuerst von Bolz ano, 
sodann ein zweites Mal unabhängig von B. von A. Tarski präzisierte semantische K.o nsequenz- 
begriff. M sei eine (endliche oder unendliche) Menge von Aussageformen einer mathematischen 
Disziplin, H eine beliebige Aussageform derselben Disziplin. Dann heiße H eine Konsequenz 
von M, wenn jedes Modell von M ein Modell von H ist. Versteht man unter einer mathemati- 
‚schen Theorie eine axiomatisierte mathematische Disziplin, so fällt die Satzmenge einer solchen 
heorie zusammen mit der Konsequenzenmenge des Axiomensystems. Dementsprechend haben 
le mathematischen Unabhängigkeitsbeweise den Konsequenzbegriff zur Voraussetzung. H 
eißt unabhängig von M, wenn es ein Modell von M gibt, das nicht ein Modell von H ist. 
(2) Dieser Konsequenzbegriff liegt auch dem Gentzen-Kalkül zugrunde, der auf diese Art 
seinen natürlichen Ort gefunden haben würde. Daß er ganz ausgelassen worden ist, kann als 
ine Lücke empfunden werden, schon wegen seiner effektiven Bedeutung für den Gentzenschen £ 
_WF-Beweis. (3) Aus der Bedeutung des Konsequenzbegriffs für die Charakterisierung von 
. mathematischen Theorien ergibt sich unmittelbar, daß eine mathematische Theorie mit Hilfe 
des ganz anders definierten syntaktischen Begriffs der Ableitbarkeit nur dann adaeı 
 formalisiert werden kann, wenn H aus M nur dann ableitbar ist 'orma) 
_ Korrelate von H und M in (1)), wenn jedes Modell von M ein. : 
“den Voraussetzungen, daß M endlich ist und aus lauter. 
stets zutrifft, ist der Inhalt des Deduktionstheorems. Es 
worin die auch vom Verf. nachdrücklich betont 
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Teilstücks der Arithmetik der natürlichen Zahlen (p. 69ff.) hat zur Voraussetzung einen zu 

meiner Überraschung nicht definierten Gültigkeitsbegriff, den ich auf Grund seiner Verwendung 

für semantisch erklären würde. Und ist die angeschlossene Axiomatisierbarkeitsfrage (p. 72 ff.) 

ohne eine semantische Kennzeichnung der Satzmenge überhaupt diskutierbar ? Folglich hatks 

die Semantik vorangestellt werden sollen. — II. Zur Semantik: (1) f sei eine Folge von na- 

türlichen Zahlen. Veıf. erklärt p. 92 unten, mit einigen unwesentlichen Modifikationen: Damit 

7 den Kalkülausdruck ‚,‚x, + p=x,+ g“ erfüllt, ist notwendig und hinreichend, daß le 

identisch ist mit f(s)+ y. Es scheint mir, daß der ununterrichtete Leser hierin nicht mehr wird 

entdecken können, als einen Versuch, unter einer unverständlichen Nebenbedingung zu sagen 

wie „a, +p=x,+g“ zu lesen ist. Die unverständliche Nebenbedingung ist die, daß die 

Kalkülvariablen „x,“ und „a, ersetzt sind durch die Zahlzeichen „f(r)‘‘, ‚f (s)“, während ‚,‚p“ 

und „+“ unverändert erhalten bleiben. Um das effektiv Gemeinte hier wenigstens anzudeuten, 

ersetze ich zunächst den mir ungeeignet erscheinenden Kalkülausdruck durch die dasselbe 

leistende Gleichung „z,„+ %, = x; + x“. Aber schon das Wort „Gleichung“ ist hier eigent- 

lich nicht erlaubt; denn diese Gleichung ist mir vorgegeben als eine im strengen Sinne bedeutungs- 

lose Zeichenreihe. Sie erhält durch die Semantik erst die Bedeutung, durch die sie im vorliegenden 

Falle übergeht in einen Baustein einer formalisierten Sprache der Arithmetik der natürlichen 

Zahlen. Auf folgende Art. Wir sagen: f erfüllt „a. # ©, = 2; + x.““ genau dann, wenn die 

Summe von f(m) und f(») identisch ist mit der Summe von f(?) und f(k). Wir können nun zwar auch 

jetzt noch nicht sagen, was die angeschriebene „Gleichung‘ als solche bedeutet; aber wir können 

sagen, was es bedeutet, daß sie erfüllbar ist. Sie ist erfüllbar genau dann, wenn es eine zahlen- 

theoretische Folge f gibt, so daß f diese „„Gleichung‘“ erfüllt. In der weiteren Entwicklung zeigt 

man dann, daß jedes f den abgeschlossenen Ausdruck ,,7 X %, & % (im +, = x; + 2)“ 

erfüllt. Ein solcher Ausdruck heißt dann „wahr“. Hieran ist zu erkennen, in welchem genauen 

Sinn die Semantik die bedeutungslosen Kalkülausdrücke überführt in Bausteine einer formali- 

sierten Sprache. (2) Es fehlt der wichtige Begriff der semantischen Axiomatisierbarkeit. Die 

in der zweiten Stufe formalisierte Theorie der natürlichen Zahlen, deren syntaktische Nicht- 

Axiomatisierbarkeit sich aus dem Gödelschen Unvollständigkeitstheorem ergibt, ist semantisch 

axiomatisierbar, z. B. mit Hilfe des Dedekindschen Postulatensystems, wenn die Sätze dieser : 

Theorie definiert werden als die Kalkülausdrücke, die allgemeingültig sind im Bereich der na- s 

türlichen Zahlen. Die semantische Axiomatisierbarkeit ergibt sich durch eine leichte Überlegung 

aus der hierfür entscheidenden Tatsache, daß jedes Modell des Dedekindschen Postulatensystems 
- isomorph ist zu dem zahlentheoretischen Modell. (3) Der Satz von Lindenbaum (p. 49), der be- 

sagt, daß es zu jeder einsetzungs- und abtrennungserblichen Menge von aussagenlogischen Aus- 

drücken eine höchstens abzählbar unendliche adäquate Matrix gibt, ist unabhängig vom Verf. von 

H. Hermes bewiesen worden [Math. Z. 58, 414—418 (1951)]. (4) Die Theoreme vonLöwenheim _ 

und Skolem und mit ihnen das Gödelsche Vollständigkeitstheorem gehören so eindeutig dm 
"Bereich der Semantik an, daß es mir höchst unnatürlich zu sein scheint, sie als nicht-finitistische _ 
Konsequenzen des Herbrandsehen Theorems einzuführen. (5) Zu der p. 97 bewiesenen Koinzi- 
_ denz des Ableitbarkeitsbegriffs mit dem Konsequenzbegriff hätte ausdrücklich gesagt werden 
sollen, daß diese Koinzidenz auf die erste Stufe beschränkt ist, weil schon in der zweiten Stufe 
-aus der syntaktischen Widerspruchsfreiheit einer Ausdrucksmenge nicht mehr generell auf die 
- Existenz eines Modells geschlossen werden kann. Von diesem Schluß wird für den erststufigen 
Fall ein wesentlicher Gebrauch gemacht. — III. Zur syntaktischen Axiomatisierbarkeit einer 

Satzmenge durch unendlich viele Axiome oder durch Axiomenschemata (p. 66)istzu bemerken, daß 
_ diese Art von Axiomatisierbarkeit zunächst nur als eine uneigentliche Axiomatisierbarkeit gegen- 
über der eigentlichen Axiomatisierbarkeit durch endlich viele Axiome gelten kann. Es ist also zu 
fragen, ob es eine hinreichende und notwendige Bedingung gibt dafür, daß eine uneigentich 
axiomatisierte Ausdrucksmenge M im eigentlichen Sinne axiomatisiert werden kann. H.Hermes 
_ hat [Math. Nachr. 4, 313—347 (1951)] gezeigt, daß M genau dann in diesem Sinne axiomatisierbar 
ist, wenn M aufzählbar ist(d. h. der Wertbereich einer berechenbaren Funktion). — IV. Zur 
_ mengentheoretischen Logik vermisse ich eine Bemerkung, aus der sieh ergibt, daß eine befriedi- 
gende Semantik für diese Logik bis jetzt nicht gefunden ist. Dasselbe trifft zu auf die intuitioni- 
_ stische Logik. Es befremdet mich, daß die in den letzten Jahren durch die Formalisierungen 
ın Bernays und Gödel so stark in den Vordergrund gerückte v. Neumannsche Erfassu 
r Mengenlehre nur beiläufig erwähnt ist, und ebenso, daß kein Wort gesagt ist zu der se 
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genannt sind, aber ohne einen Fingerzeig, aus dem sich ihre Bedeutung für die Analysis Freges 
und seiner Beziehungen zu Dedekind und zu R. Russell ergibt. — Der Raum verbietet es mir, 
auf die ziemlich zahlreichen Corrigenda einzugehen, die ich mir notiert habe. Nur zu p. 123 
möchte ich bemerken, daß das als Ordnungszahl der Zahlen der zweiten Zahlklasse gemeinte 
w, so eingeführt ist, daß nicht einmal ®® erreicht wird. 2 Heinrich Scholz. 

Hallden, Sören: The logie of nonsense. Uppsala Univ. Ärsskr. 1949, Nr. 9, 
132 8. (1949). 

Diese Monographie ist eine Vorstudie zu einem System der Logik, das auf 
einer vertieften Analysis des Begriffs der sinnvollen Aussage fußt. ‚The ultimate 
aim of this work is the construction of one or many axiomatie systems of which 
consisteney, and some sort of completeness can be proved, and which are such 
that all axioms are intuitively evident to anyone acquainted with the concepts 
oceuring in them“ (p. 22). Es handelt sich also um eine Bemühung, der nichts ver- 
sagt bleiben sollte, was einer guten Sache zu wünschen ist. Warum der Verf. für 
seine Studie einen Titel gewählt hat, der so wenig auf diese Zielsetzung hindeutet, 
ist eine Frage, die ich nicht zu beantworten vermag. W. Ackermann hat vor 
kurzem zum zweiten Male dasselbe angestrebt (dies. Zbl. 36, 147). Vor ihm ist der 
uns zu früh entrissene beispielhafte Logiker der Warschauer Schule, St. Lesniewski, 
zu nennen. Vgl. A. Tarski, Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen 
[Studia philos., Leopolis 1, 261—401 (1936); p.335ff.; dies. Zbl. 13, 289]. Hierzu 
als wesentliche Ergänzung die erhellende Studie von B. Sobocinski, L’analyse de 
V’antinomie Russellienne par Lesniewski [dies. Zbl. 34, 151, 152;40, 145; Methodos, 
Milano 2, 237—257 (1950)]. L.ist hier besonders zu nennen, weil nicht daran zu 
zweifeln ist, daß er. die folgende Maxime des Verf. unterschrieben haben würde: 
„An inference may not be refuted on the ground of an intuitively not evident di- 
stinetion‘“ (p. 73; vgl. p. 18). — Eine Aussage soll im Sinne des Verf. sinnvoll 
(meaningfull) heißen, wenn sie entweder wahr oder falsch ist. Gesucht werden 
möglichst natürliche und weittragende Kriterien für die so definierte Sinnhaftigkeit 
einer Aussage. Es werden zwei solche Kriterien diskutiert: (1) Das der Russellschen 
Typentheorie zugrunde liegende Homogeneitätsprinzip. Es besagt für zwei 
Eigenschaften, zu denen wenigstens ein Gegenstand existiert, für den sie mitein- 
ander sinnvoll sind, daß für ein beliebiges Individuum die eine sinnvoll ist dann und | 
nur dann, wenn dies auch für die andere zutrifft. Dies hat die bekannten Einschrän- 
kungen der Sinnhaftigkeit zur Folge, die, wie der Verf. in einer subtilen Betrachtung 
noch einmal zeigt, mit Recht als uneinsichtig beurteilt werden können. (2) Das 
Prinzip der Verifizierbarkeit. Dieses Prinzip besagt, daß eine Aussage, deren 
Unentscheidbarkeit auf ihre Unbestimmtheit zurückgeführt werden kann, als sinn- 
los gelten soll. Verf. deutet zwei Reduzierbarkeitstheoreme an, die einer Verschär- 
fung des Verifizierbarkeitsbegriffs dienen sollen. Es ist mir jedoch nicht gelungen, 
in diese Theorien so einzudringen, daß ich hier kurz über sie berichten könnte. — 
Eine wesentliche Rolle neben diesen Kriterien spielen in den Betrachtungen des 
Verf. noch zwei Prinzipien von H. Behmann. Das erste ist das Prinzip der Eigen- 

' schaften, die gewisse Werte auslassen können. Dieses Prinzip hat u.a. eine Ein- 
schränkung des Modus Barbara und des Übergangs von einer generellen zu einer 
singulären Aussage von demselben Typus zur Folge. Das zweite Prinzip schließt 
die Definitionsgleichungen aus, die ein Neuzeichen einführen, das nicht eliminiert 
| werden kann. Man kann es kurz als das Verbot der nicht-Pascalschen Definitionen 
bezeichnen. — Die Diskussion dieses A Komplexes vollzieht sich im Anschluß 
an einen ersten Versuch zu einer Formalisierung des Begriffs der sinnvollen Aus- 
sage. — Gliederung: TI. Preliminaries, II. Some connections‘ with formal logie 
(Hierin die Formalisierungsversuche und die Diskussion des Homogeneitätsprinzips), 
II : Verifiability (Hierin die beiden Reduzierbarkeitstheoreme), IV. The paradoxes, 
‚mit einer Anwendung der beiden Reduzierbarkeitstheoreme auf einige (logische und 
semantische) Antinomien. Sorgfalt und Behutsamkeit sind in allen Diskussionen er- 
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kennbar. Trotzdem wird man stark angefordert. Die Gliederung leuchtet mir nicht 
ein. Sie sollte den Zugang zum Ganzen erleichtern. Es scheint mir jedoch, daß sie ' 
ihn eher erschwert. Heinrich Scholz. 

Jaskowski, Stanislaw: Quelques problömes aetuels eoneernant les fondements 
des mathömatiques. Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr. 2, 74—78 und polnische 
Zusammenfassg. 78 (1950). 

In diesem Bericht werden zwei Themen aus dem Bereich der Grundlagenfor- 
schung besprochen: (1) das Entscheidungsproblem, (2) die Grundlegung einer 
empirischen Geometrie. Das letzte Hauptergebnis zu (1) ist die von A. Tarski 
schon 1930 entdeckte, aber erst 1948 publizierte Entscheidbarkeit der elementaren 
Algebra der reellen Zahlen (,,A decision method for elementary algebra and geometry“ 
Santa Monica, Cal.; dies. Zbl. 35, 6). Unter der elementaren Algebra der reellen 
Zahlen ist eine in einem Logikkalkül der ersten Stufe formalisierbare Algebra zu 
verstehen, für welche die Werte der Variablen reelle Zahlen sind. Es werden die 
Hauptschritte angegeben, die zur Entscheidbarkeit führen. Es wird zusätzlich be- 
merkt, daß auf Grund des Gödelschen Theorems der Begriff der ganzen Zahlen in 
diesem System nicht definierbar sein kann. Zu (2) wird über eine Geometrie der 

- Körper berichtet, die gleichfalls von A. Tarski stammt (1927, in den M&m. Premier 
‚Congres Polonais Math.), und über eine Modifikation dieser Geometrie durch Jas- 
kowski [Ann. Soc. Polonaise Math. 21, 298—301 (1948)]. Heinrich Scholz. 

Wang, Hao: Set-theoretical basis for real numbers. J. symbolic Logic 15, 
241—247 (1950). | 

Anknüpfend an eine vorangegangene Arbeit, skizziert Verf. den Weg, wie man 

- in seinem früher entwickelten formalen System (vgl. dazu das ausführliche Referat 
von H. Scholz über das System von Quine und Wang, dies. Zbl. 32, 99—101) 
die Theorie der reellen Zahlen weitgehend entwickeln kann. Eine Ausnahme bildet - 
nur der klassische Satz von der oberen Grenze, an dessen Stelle ein Metatheorem 2 
tritt, das besagt, daß jede „nennbare‘ (nameable) beschränkte Klasse reeller Zahlen 
eine kleinste obere Grenze besitzt. gr* Gert H. Müller. 
Rasiowa, H. and R. Sikorski: A proof of the completeness theorem of 
- Fundamenta Math., Warszawa 37, 193—200 (1950). = 
Für den Satz VER: Gödel: ‚Jeder unwiderlegbare Ausdruck X des Prädikaten- 
kalküls ist erfüllbar im Bereich » der natürlichen Zahlen“ wird ein algebraisch- 
_ topologischer Beweis gegeben. — Es sei AImp®=pFA>B und AAeg® 
ey: FA>B („F“ für „ist bew eisbar‘‘). Die Aquivälenzklassen E(X) nach. Aeg 
bilden einen Booleschen Verband ® in bezug auf das Klassenkorrelat zu Imp. 
Jedes Primideal p in ® erzeugt eine 2-Klasseneinteilung in ®, die in bezug auf den 
2  Aussagenkalkül den Bedingungen einer Wahrheitsdefinition genügt (daß Verff. 
2 ‚gerade diejenige Art von Idealen benutzen, die dual sind zu denen, die den in bezu, 
auf ee ‚abgeschlossenen Ausdrucksmengen. entsprechen, ist nicht wesent: 
ch). — Aus den Regeln des Prädikatenkalküls resultieren abzählbar viele ‚‚tr NS 
EEE EA © Ur) = u ER a )) wobei u= u fü 
| Av w(V oo €X > vC eur q,C: Cw) steht]. ‚Primidenle, die di 
4 , mögen zulässig heißen (i. allg. bleibt bei Faktorbi 
„us, ‚jeder as ‚ein zulässiges ermiideal > 
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Greniewski, Henryk: Certain notions of the theory of numbers as applied to 
the propositional ealeulus. Casopis Mat. Fys., Praha 74, Nr. 3, 132—136 und 
polnische Zusammenfassg. 136 (1950). 

Aquivalente Ümformungen für gewisse aussagenlogische Ausdrücke, die aus 
Bestandteilen der Form 


Pı**"Pn&Qı ‘gen [mit pı €gı 9 = (— Pı > q)A(pı > Q); 


Pi °"* PnzıEgı gen pt Pnzı&(Ppı **"PnE& gı gan) (Pı'"PnEgar+ı * gor+1)] 
aufgebaut sind. Gisbert Hasenjaeger. 

Pöter, Rösza: Zusammenhang der mehrfachen und transfiniten Rekursionen. 
J.symbolice Logie 15, 248—272 (1950). 

Die rekursiven Definitionen (Rekursionen), bei denen die Rekursion gleich- 
zeitig nach k Variablen fortschreitet, können aufgefaßt werden als transfinite Re- 
kursionen über eine Variable, welche über die lexikographisch (also vom Typ ©*) 
geordneten k-Tupel läuft. Durch geeignete primitiv-rekursive Abzählungen der 
Mengen der k-Tupel können primitiv-rekursive lern, a <uk b definiert werden, 
die den Bereich der natürlichen Zahlen vom Typ ®* ordnen. Dadurch entsteht 
eine Verallgemeinerung der primitiven Rekursionen: ®(0)=a, ®(n +1) = 
b(n, Ö(e(n + 1))), wo a,b, c, vorher definierte Funktionen sind und für e gilt: 

en +1) <s.rn +1 [die primitiven Rekursionen erhält man für k=1 und 
c(a)= pr@——1; Parameter sind ggf. zu ergänzen]. Eine entsprechende Verall- 
gemeinerung für ö-fache Rekursionen erhält man, indem man für die j-te Argument- 
stelle (j <i) eine Vorgängigkeit <„r,; vorschreibt. — Verf. liefert ($1) effektive 
Aufstellung von Ordnungen <,r für k<w, ($2) Zurückführung der einfachen 
transfiniten Rekursionen vom Typ w# auf eine gewöhnliche %k-fache Rekursion 
(an einem Beispiel, aus dem die allgemeine Methode herausgelesen werden kann), 
($3) Zurückführung der mehrfachen Rekursionen (auch mit transfiniten Vorgängig- 


Bi keiten) auf einfache transfinite Rekursionen: Sind für die i Stellen die Vorgängig- 
; keiten vom Typ w#ı,..., ot, so ist die einfache Rekursion vom Typ wht+ki 
Be (am Beispiel i=2, k,=2, k,=3). ($4) Eine Abzählung aller (dreistelligen) 
Be | - mehrfach rekursiven Funktionen durch eine universelle Funktion, die selbst einfach . 


 ..  „rekursiv vom Typ ®® und (Diagonalverfahren!) nicht gewöhnlich mehrfach rekursiv 
ist. [Aus einem früheren Resultat der Verf. (dies. Zbl. 15, 339) in Verbindung mit 
82, $ 3 dieser Arbeit folgt bereits, daß für jedes k <w die einfache &*+!-Rekursion 
die Klasse der &*-rekursiven Funktionen überschreitet]. Gisbert Hasenjaeger. 
. Skolem, Th.: Die logischen Paradoxien und die Heilmittel gegen sie. Norsk | 
‚mat. Tidsskr. 32, 2—11 (1950) [Norwegisch]. 
Kurze Darstellung des Russellschen Paradoxons und Konstruktion eines neuen: 
' Zu einer Bücherei gehören in einem Moment gerade 10 Kataloge, die gerade 10 Bü- 
cher aufführen. Die Aufgabe, einen Katalog zu schreiben (der dann zur Bücherei. 
ren soll), welcher genau die Kataloge aufführt, die genau 10 Bücher enthalten, 
st unlösbar. Verf. zeigt, wie die einfache Typentheorie solche und ähnliche Para- 
oxa vermeidet. Die verzweigte Theorie mit dem Verbot nicht-prädikativer Defi- 
nitionen ist nur erwähnt. Nach einer Gegenüberstellung von Kroneckers und Dede- 
nds Standpunkt zur Begründung der Arithmetik wird ein Aufbau. der Analysis 
auf a Grundlage der ER rekursiven Arithmetik angedeutet. FE Me 


2% Share TRERGE _ Mehrwertige Toetk. Tatenanle konkyül 3, 
0. 392, 44—63 (1950). [Japanisch]. 

 Copi, Irving M.: The ineonsisteney or redundan f 
ilosophy and phenomenological. Research 11, 
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Algebra und Zahlentheorie. 
Kombinatorik: 


Dushnik, Ben: Concerning a certain set of arrangements. Proc. Amer. math. 
Soc. 1, 788—-796 (1950). 

L’A. appelle „k-suitable‘‘ un ensemble S d’arrangements des m &l&ments 
1,2,...,m tel que pour chaque ensemble @a,,@,...,a, des m elements, k <m, 
il existe dans S un arrangement dans lequel a, suit tous les a,, d < k. Un tel ensemble 
S d’arrangements existe toujours; il suffit de prendre un ensemble de m arrange- 
ments avec les elements terminaux respectifs 1, 2,..., m; cet ensemble est k-suitable 
pour tout k <m. — L’A. designe par N (m, k) le nombre minimum, nombre qui 
ne depend evidemment que de m etdek, des arrangements de S, n&cessaire pour que 
S soit k-suitable relativement & m. Le premier but du mömoire est la determination 
de N (m, k). Cette determination n’est pas complete; le resultat prineipal est donn& 
par son theoreme I: Pour tout entier m > 4, soit j un entier quelconque de 2 & 
[m#'2] inelus et k tout entier qui satisfait l’inegalite: 

KB Spell ne =] 
j L eh 
Dans ce cas N(m,k) =m—7j-+ 1. — Dans la seconde partie du m&moire, l’A. 
applique le r&sultat obtenu au probleme de la ‚„‚dimension‘‘ des ensembles partielle- 
ment ordonnes considere par lui et Miller dans un autre travail. S. Bays. 

Aitken, A. €.: A note on the „‚probl&me des rencontres“. Edinburgh math. Notes 
37, 9—12 (1949). 

On connait le probleme de P.R.deMontmort (1708), dont Euler donna _ 
4 solutions: (Operä omnia, ed. Pasquier, Leipzig u. Berlin, Ser. I, Bd.-VII, 
1923, a) p. 11—25, b) p. 542—545, c) p. 291—392, d)-p.-485—440) Si ECS, 
quel est le nombre, p, des applications de S sur lui-möme, oü tous les elements 
de E, sauf x (queleonques) d’entre eux, sont differents de leur image? L’A. donne, 
avec E = S, (1°), pour x = 0, l’expression sous-factorielle de p: 4" 0!; (2°), celle 
d’Euler-b, pour x=+ 0.1 &tablit (1°) et (2°) avec Elegance, en developpant un 
determinant (permanent): a,,=1, a,,= 0, selon un proced6 analogue &: J.J. _ 
Weyrauch, J.reine angew. Math. 74, 273—276 (1872). Les rencontres partielles 
FECS, 2 A1k!: C.F.de Biequilley, Probabilites, Toul 1783, 46] ne sont 
pas envisagees. L’A. donne la fonction generatricee 2 (2 — 1)/s! (s = 0,1,2,..., n) 
de la probabilit6 (2°): p/n!, et rappelle qu’elle est asymptotique & la distribution 
de Poisson de moyenne 1. Page 11, ligne 22, lire „1,0,1“ au lieu de ;,1, 0“. 

Albert Sade. 


Lineare Algebra. Polynome. Formen: 
eo), 0 02 


® Schwertfeger, Hans: Introduetion to linear algebra and the theory of 
matriees. Groningen: P. Noordhoff N. V. 1950. 279p. f. 15.—, cloth f. 17,50. 


Dies Buch ist entstanden aus Vorlesungen an der Universität Adelaide. Es soll — ohne 
mehr als den Umgang mit reellen und komplexen Zahlen vorauszusetzen — denLeser heranführen 
an die Fragen der höheren Algebra und ihm Verständnis vermitteln für die in allen Gebieten 
der Mathematik auftretenden linearen Operationen. Im I. Kapitel (Geometricalfoundations — 
systems of linear equations) wird nach Einführung des „Zahlenraums‘“ der n-tupel reeller bzw. 
komplexer Zahlen die Lehre von der linearen Abhängigkeit und den linearen Gleichungssystemen 
determinantenfrei dargestellt und darauf als Mittel zur expliziten Angabe von Lösungen solcher Se 
Systeme die n-reihige Determinante rekursiv eingeführt und behandelt. Für n =2-wirdihre „2 = 
Definition aus der Auflösung eines Gleichungssystems gewonnen, während die Wahl der Re- RR 

 kursionsformel nicht begründet wird. Bemerkenswert ist der Verzicht auf jegliche Verwendung Fr 
von Permutationen; so wird z. B. die Gleichheit der Determinante einer Matrix mit der Deter- Sn 
_  minante der transponierten Matrix mittels der algebraischen Komplemente bewiesen. Das and 
II. Kapitel (Linear homogeneous transformations — rational operations on matrices) führt über Yz 
die linearen Abbildungen des Zahlenraumes zu den Matrizen und stellt die rationalen Rechen- 
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operationen für diese dar. Im letzten Paragraphen dieses Kapitels werden im Anschluß an die 
Matrizenrechnung die Begriffe des hyperkomplexen Systems und des Körpers erklärt, wobei 
auch die reguläre Darstellung Erwähnung findet. Das III. Kapitel (Equivalence. Congruence S 
bilinear and quadratic forms) behandelt zuerst die elementaren Transformationen einer Matrix. 
Dann wird damit nach ausführlicher Betrachtung des allgemeinen Äquivalenzbegriffes die 
gewöhnliche und die eingeschränkte (Transformationsmatrizen unimodular) Matrixäquivalenz 
behandelt. Der Determinantenmultiplikationssatz ergibt sich jetzt nebenher. Die Betrachtung 
von Bilinearformen führt dann zum Kongruenzbegriff; es werden die Normalformen für symme- 
trische und schiefsymmetrische Bilinearformen sowie für hermitesche Formen hergeleitet. Im 
IV. Kapitel (Groups of matrices. Similarity) werden zuerst der Gruppenbegriff und der Begriff 
der Darstellung einer Gruppe erörtert. Recht ausführlich werden dann die orthogonale, die 
unitäre und die symplektische Gruppe behandelt, wobei häufig auf darstellungstheoretische Be- 
ziehungen hingewiesen wird. Die Ähnlichkeit von Matrizen findet nur eine kurze Darstellung, 
da die Theorie der Elementarteiler einem Fortsetzungsband vorbehalten bleibt. Das Eigen- 
wertproblem wird jedoch für die normalen Matrizen (als Verallgemeinerung der unitären) aus- 
führlich behandelt. Ein Anhang (Projective theory of null systems) gibt in kurzer Zusammen- 
fassung die Grundbegriffe der projektiven Geometrie, um dann als Anwendung und Veran- 
schaulichung des über die schiefsymmetrischen Matrizen und die symplektische Gruppe Herge- 
leiteten die "Theorie der Nullsysteme zu entwickeln — und zwar hauptsächlich im dreidimensio- 
nalen Raum. Aus der besonderen Zielsetzung wird es verständlich, wenn hierbei Sätze, welche 
man sehr einfach ohne ‚Rechnung‘ beweisen kann, mittels Matrizenbeziehungen hergeleitet 
werden. Jedem der insgesamt 29 Paragraphen der vier Kapitel sind zahlreiche Beispiele bei- 
gegeben. Ein geringer Teil von diesen hat den Charakter von Übungsaufgaben. Die meisten von 
ihnen jedoch behandeln — wenn auch etwas weniger ausführlich — Gegenstände, welche aus 
irgendwelchen Gründen nicht mehr in den eigentlichen Buchtext aufgenommen werden konnten, 
wie z.B. Gramsche Matrizen, orthogonale Vektoralgebra im Dreidimensionalen, Minkowski- 
Grassmann-Kalkül. Statt Fußnoten findet man am Ende jedes Paragraphen Bemerkungen 
zusammengefaßt, welche vor allem auf Abhandlungen und Bücher zum Weiterstudium ver- 
weisen. — Die großen Vorzüge des Buches sind vor allem sein reicher Inhalt an Beispielen sowie 
das Heranführen an Begriffe der höheren Algebra, insbesondere der Darstellungstheorie. Die 
Absichten des Verf. werden so in hervorragender Weise verwirklicht. Ein kleiner Nachteil, 
der demgegenüber allerdings nicht stark ins Gewicht fällt, scheint dem Ref. in folgendem Um- 
stand zu liegen: Dem „formal algebraice way‘ wird der „geometrical background‘ gewisser- 
maßen gegenübergestellt (insbesondere in $23) und demgemäß neben dem „Zahlenraum“ ein 
„geometrischer Raum‘ betrachtet; es würde die Darstellung vereinfachen, wenn aus beiden 
Betrachtungsarten eine Einheit gemacht würde, indem man statt der beiden Raumarten den 
‚ algebraischen Begriff des Vektorraumes verwendet, dessen Zusammenhang mit dem Raum der 
affinen Geometrie ja sehr einfach zu beschreiben ist. Einige kleinere Ausstellungen: Auf S.36 
werden die Translationen fälschlicherweise als diejenigen Transformationen definiert, welche 
jede lineare Mannigfaltigkeit in eine parallele überführen; die Bemerkung auf $. 162, daß nur 
kommutative Gruppen additiv geschrieben werden, trifft seit mindestens 10 Jahren nicht mehr 
zu; der Satz „these, in fact, define the matrix P“ auf S. 272 könnte leicht dahin mißverstanden 
werden, als ob ein Nullsystem bereits durch ein Paar konjugierter, nicht zusammenfallender - 
Geraden bestimmt wird; vielleicht wäre Zusammenstellung der Bemerkungen am Ende des 
Buches für das Nachschlagen zweckmäßiger, nachdem die beste Lösung — nämlich die Bemer- 
kungen als Fußnoten zu setzen — sich wegen der Länge mancher Bemerkungen verbietet. 
Günter Pickert. 


Brenner, J. L.: Post-multiplieation’ by a unitary matrix. Math. Notae, Rosario 
9, 130—132 (1949). 

“ Verf. gibt für eine beliebige (rechteckige) komplexe Matrix A eine (eindeutig | 
Ä bestimmte) kanonische unitärrechtsäquivalente Matrix C an: A=CU mit 
5 UU*= EB (U* ist transponiert-konjugiert zu U). Wilhelm Specht. - 
‚Wielandt, Helmut: Lineare Scharen von Matrizen mit reellen Eigenwerten. 

Math. Z. 53, 219—225 (1950) ee 
Es geht um die Frage, wann eine vorgelegte Matrizenmenge zur Gesamtheit 
aller Hermiteschen n-reihigen Matrizen-ühnlich ist. Das Hauptresultat ist der Satz, 
R: daß dies dann und nur dann der Fall ist, wenn die Matrizenmenge eine lineare 
Be Schar von Matrizen ist, die sämtlich reelle Eigenwerte besitzen, und die n? Matrizen 
enthält, die bezüglich komplexer Faktoren linear unabhängig sind. Dieser Satz 
"wird noch vertieft durch die Behandlung des Falles, wo die letzte Voraussetzung 
entfällt. Im Zusammenhange hiermit eine Reihe weiterer Untersuchungen, von 
. denen als Beispiel der folgende Satz genannt sei: Eine lineare Schar von n-reihigen 
f R | eh. Tan MR“ da Q Eee. 
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Matrizen M der Dimension >n? habe die Eigenschaft, daß die Spur von M? stets 
= 0 und die von M3 reell sei. Dann haben alle Matrizen der Schar nur reelle Eigen- 
werte. Werner Schmeidler. 
Skolem, Th.: A proof of the irredueibility of the eyelotomie equation. Norsk 
mat. Tidsskr. 31, 116—120 (1949). 
Verf. stützt seinen Beweis für die Irreduzibilität der Kreisteilungsgleichung 
"im Körper R der rationalen Zahlen auf die beiden folgenden Sätze: 1. Ist f(x) = 
ar + a, a1 ...-+a, ein ganzzahliges Polynom über einem algebraischen Zahl- 
‚körper F endlichen Grades, p ein Primideal, das in jedem a,, aber in a, nicht im 
Quadrat, aufgeht, so ist f(x)in F irreduzibel. 2.Ist f(x) ein ganzzahliges Polynom 
über R, f(#) = 0, D seine Diskriminante, p eine Primzahl und p { D, so ist p nicht 
durch das Quadrat irgendeines Primideals von R(®) teilbar. Satz 1, Verallge- 
meinerung des Irreduzibilitätskriteriums von Schönemann-Eisenstein 
auf algebraische Zahlkörper, wird vom Verf. bewiesen; Satz 2 folgt aus dem Dis- es 
kriminantensatz von Dedekind, läßt sich aber auch, wie Verf. bemerkt, leicht 
direkt beweisen. Mittels dieser Sätze wird die Irreduzibilität in R der Gleichung, 
der die primitiven m-ten Einheitswurzeln genügen, induktiv bewiesen. In derselben 
Weise ergibt sich allgemeiner deren Irreduzibilität in R(e), falls e eine primitive 
m'-te Einheitswurzel mit (m, m’) =1 ist. — Zu Satz 1 vgl. auch Hasse, Zahlen- 2 
theorie (dies. Zbl. 35, 20), S. 155. Hans Rohrbach. R 


Throumoulopoulos, L. E.: Über den Betrag der Wurzeln eines Polynoms.. 
Bull. Soc. math. Grece 24, 68—73 und franz. Zusammenfassg. 73 (1949) [Griechisch]. 

Bekanntlich läßt sich (nach J. L. Walsh) die absolut größte Nullstelle & eines 
komplexen re i®) =2"7 + a@Tl-t...+0, ‚durch ‘die Schranke 
ElsS2=|a|+ ja; 2 + =. |a„|'!* abschätzen. Bildet man dieentsprechenden 2 
Schranken Be = ae Bu ja je + >..:+Jja®|Vr für die Polynome fM(a)—= 
ar + a) an + ...+ a, die die k-ten Pe der Nullstellen von fa) = ie) 
zu Nullstellen Babe so ist auch |& | s(R)% für k=1, 0, — Verf. zeigt, 
daß un (R,)'® = |E| gilt, wobei die Güte der "Konvergenz u; k = An) durch 


die Ungenie Kine 181] < (21a — 1) |E] festgelegt werden kann. — An- 

wendung auf Abschätzung der Werte algebroider Funktionen. Wilhelm Specht. 
Gejler, L. B.: Zur Frage der aperiodischen Stabilität linearer Systeme. Be L 
- mat. Nauk 4, Nr. 2(30), 206—208 (1949) [Russisch]. Berichtigung: Uspechi mat. 
Nauk b,.Nr. (38), 176 (1950) [Russisch ]. £ 

Inspite of the title the present paper is dedicated exclusively to the algebraie. Aa 
problem of the conditions in order that all the roots of a polynomial of one variable 
‚are real and negative. The author, evidently unaware of the well known necessa 
nd sufficient ‘conditions which can be expressed in terms of quadratie form ar 
determinants, states erroneously that no necessary and sufficient © 

sort is known (ornot available i in a simple form as stated in the correetion. 
alls au re roves ee, condition due to Euler 1% SH 
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Gruppentheorie : 


Ljapin, E. $S.: Einfache kommutative, assoziative Systeme. Izvestija Akad. 
Nauk SSSR, Ser. mat. 14, 275—282 (1950) [Russisch]. 
Es sei X eine kommutative Halbgruppe, d. h. ein System, für dessen Ele- 
mente eine assoziative und kommutative Multiplikation erklärt ist. Eine Unter- 
menge fi! von X heißt ein normaler Komplex, falls aus AEW,KundK’E Sl, AKER 
auf AK’E S} gefolgert werden kann. Ein Ideal wird wie üblich als eine Unter- 
halbgruppe P mit ABCSW definiert. Verf. untersucht diejenigen kommutativen 
Halbgruppen, die 1. keine von X verschiedenen Ideale, 2. keine von WX und 0 ver- 
schiedenen Ideale, 3. keinen mehr als ein Element enthaltenden und von X ver- 
schiedenen normalen Komplex, 4. keine von X verschiedene normale Unterhalb- 
gruppe besitzen. Eine Halbgruppe wird einfach genannt, falls sie keinen echten 
Homomorphismus besitzt; ein unechter Homomorphismus ist entweder ein Isomor- 
phismus oder bildet die Halbgruppe auf eine ein einziges Element enthaltende 
Halbgruppe ab. Zum Schluß werden einige Sätze über einfache Halbgruppen be- 
wiesen, z. B.: 1. Zyklische Gruppen von Primzahlordnung und Halbgruppen mit 
1 oder 2 Elementen sind die einzigen einfachen Halbgruppen. 2. Solehe und nur 
solche Halbgruppen X, die die 0 besitzen und deren Elemente sämtlich nilpotent 
sind, haben die Figenschaft, daß das einzige homomorphe Abbild von X, das 1 
besitzt, aus einem einzigen Element besteht. Ladislaus Fuchs. 
Ljapin, E. $.: Halbeinfache kommutative, assoziative Systeme. Izvestija 
Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 14, 367-380 (1950) [Russisch]. 
Eine kommutative Halbgruppe X heißt halbeinfach, wenn sie außer den Idealen 
und den einzelnen Elementen keine weiteren normalen Komplexe besitzt. Diese 
Halbgruppen lassen sich auch durch Homomorphismen charakterisieren: außer 
dem Isomorphismus hat X nur solche Homomorphismen, die X auf eine Faktor- 
halbgruppe nach einem Ideal abbilden. Verf. zeigt, daß die halbeinfachen Halb- 
gruppen mit Einselement entweder zyklische Gruppen von Primzahlordnung, oder 
.  Halbgruppen von Ordnung 1 oder 2 sind, oder aus einer, die 1 nicht enthaltenden 

halbeinfachen. Halbgruppe durch äußere Adjunktion der 1 entstanden sind (äußere 
 Adjunktion von 1 bedeutet: A= BU 1, wo 1& B). Weiter wird eine Teilbarkeits- 
. relation eingeführt und die in bezug auf diese Relation linear geordneten Halb- 
gruppen werden näher untersucht. Verf. beweist: jede halbeinfache Halbgruppe 
läßt sich auf eine einzige Weise als die direkte Summe von einander paarweise annul- 
_ lierenden unzerlegbaren halbeinfachen Halbgruppen darstellen. Zum Schluß gibt 
Verf. eine Klassifikation der halbeinfachen Halbgruppen in fünf verschiedene - 
' Typen: 1. Gruppen; 2. halbeinfach mit 1; 3. halbeinfach ohne 1 und unzerlegbar 


- 


5 
4. halbeinfach, zerlegbar und für jedes AEW gibt es ein Element BEN mit 
 AB=4; 5. halbeinfach, zerlegbar und nicht jedes A hat die erwähnte Eigenschaft. 
REN R Ladislaus Fuchs. 
_ _ Golovin, 0. N.: Über assoziative Operationen auf einer Menge von Gruppen. 
 Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 58, 1257—1260 (1947) [Russisch]. year} 
 Kuros stellte in seiner Gruppentheorie (Moskau 1944) das Problem, ob es 
_ unter den Operationen, durch die aus 2 Gruppen eine dritte abgeleitet wird, nicht 
noch weitere gibt, die ähnliche ausgezeichnete Eigenschaften haben ‚wie das freie 
und direkte Produkt. Verf. führt zur Untersuchung dieser Frage den folgenden 
Begriff ein: Wenn eine Gruppe @& aus ihren Untergruppen X, ® erzeugt wird unc 
jede von diesen teilerfremd zu dem durch die andere erzeugten Norm 
so wird © reguläres Produkt aus X undB(G-AAB 
igenschaften dieser kommutativen und assoziativen Produ, 


nu 


ndungen auf Zentralreihen und ‚höhere Kommi 
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Cernikov, 8. N.: Zusatz zu der Arbeit „Zur Theorie der vollständigen Gruppen“. 
Mat. Sbornik, n. 8. 22 (64), 455—456 (1948) [Russisch ]. 

Die kurze Arbeit gibt im Anschluß an eine frühere (dies. Zbl. 38, 1 60) eine Ver- 
allgemeinerung des Begriffs der vollständigen Gruppe: Sei z eine Menge von Prim- 
zahlen. Dann soll eine Gruppe G r-vollständig heißen, wenn für jede natürliche 
Zahl rn, die nur Primteiler aus x enthält, die von den n-ten Potenzen der Elemente 
von G erzeugte Gruppe mit @ übereinstimmt. Verf. überträgt alle früheren Re- 
sultate auf z-vollständige Gruppen, soweit dies möglich ist, mitunter mit den nötigen 
Modifikationen, und gibt Gegenbeispiele in den Fällen, wo die Ergebnisse sich nicht 
verallgemeinern m at Hirsch. 

Rödei, L.: Die Anwendung des schiefen Produktes in der Gruppentheorie. J. 
reine angew. Math., Berlin 188, 201—227 (1950). 

In der Arbeit wird ein äußerst allgemeines Verfahren besprochen, abstrakte 
Gruppen zu konstruieren. Sind S,S,...8, n Strukturen (Gruppen, Ringe, 
Halbgruppen usw.), so wird auf der Produktmenge S= 8, X 8,xX --- X 8, eine 
Komposition eingeführt durch die Festsetzung (a),@,...0,) (du by. ..,d,) = 
Versen 0.0, LE, wor; = la. 0,.....0,,.07;5 0a... d,) vorgegebene 
Funktionen der a, und b, mit Werten in S, sind. Es entsteht so ein multiplikativer 
Bereich (im allg. weder assoziativ noch komimutativ) S, den Verf. ein schiefes 
Produkt der S, nennt. Die Struktur von S hängt natürlich für gegebene S, von der 
Wahl der Funktionen f, ab. Ziel der Untersuchung ist: 1. Zu entscheiden, für 
welche f, S eine Gruppe ist; 2. Schiefe Produkte zu definieren, die es gestatten, 
aus wohlbekannten Gruppen kompliziertere in übersichtlicher Weise aufzubauen 
und zu studieren. In der vorliegenden Arbeit beschränkt sich Verf. auf den Fall, 
wo n—=2 und S,,S, Gruppen sind. — Seien @ und J' zwei Gruppen (Elemente 
von@seien a,b,c,..., dievon I'—a,ß,y,...). Durch die Festsetzung (a, &)-(5, ß) 
— (a b* ß*, a? «® B) (b*,$* sind Funktionen von b,x und %,x mit Werten in @, 
a?, «® Funktionen von a, b und «x, b mit Werten in J') wird ein schiefes Produkt 
@ oJ’ von @ und J' definiert. (Solche schiefen Produkte sind natürlich nur Spezial- 
fälle der überhaupt möglichen schiefen Produkte von @ und /'). Verf. leitet nun die 
Identitäten zwischen den Funktionen b*, ß*, ab, x® ab, die notwendig und hinreichend 
sind, damit das so definierte Produkt eine Gruppe sei. — Verf. zeigt, wie durch wei- 
tere Spezialisierung der Funktionen schiefe Produkte definiert werden können, die 
zu bekannten Gruppenkonstruktionen Anlaß geben, So fällt bei Erfüllung ge- 
wisser Relationen zwischen den Funktionen b*, ß*, a?, «® das definierte schiefe Pro- 

_  dukt mit den Schreierschen Erweiterungen der Gruppe J’ mit der Gruppe Gau 
sammen. Durch andere Spezialisierung der Funktionen entsteht ein schiefes Pro- 
_ dukt, das bei der Frage nach ‚‚faktorisierbaren Gruppen“ auftritt. [Eine Gruppe H a 
heißt faktorisierbar, wenn sie zwei echte Untergruppen @ und /' so enthält, daß 
jedes Element h von H sich eindeutig in der Form h=gy gE@, yeI’ schreiben 
läßt; Szep, dies. Zbl. 36, 153; Zappa, Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital., 119—125_ 
(1942); dies. Zbl. 26, 291]. — Die Eigenschaften dieser Begriffsbildungen werden. 
_ auf Grund der allgemeinen Definition des schiefen Produktes näher untersucht. — 
Das schiefe Produkt gestattet, in übersichtlicher Weise Gruppen "mit lauter echt 
[ ‚abelschen Untergruppen zu klassifizieren [O. Schmidt, Mat. Sbornik 31, 367—8 
(1924); Redei, dies. Zbl. 35, 15]. — Eine Anzahl weiterer interessanter Grup en 
typen ‚werden -mit Hilfe des schiefen Produktes näher untersucht. Die neue 
1 an at sich also als sehr fruchtbar. Leo Kalou um: 
BER A.: Les ER dans la ‚thöorie des Ep Bar 
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ein beliebiges „Paar“ A, A,,,. Jedes ihrer Paare erzeugt dieselbe Untergruppe von 
($. Ist diese endlich, so ist die Kette offenbar periodisch. Für die Periodenlängen A 
der Ketten einer endlichen Gruppe der Ordnung n gilt ersichtlich 24 = n?. Diese 
Beziehung liefert ein Probierverfahren, um mit Hilfe des Systems aller Ketten die 
Untergruppen von ($ aufzustellen (Beispiel einer Gruppe der Ordnung 12). — Die 
Ketten. die das Einselement enthalten, sind (bis auf Isomorphie) die Fibonaceischen 
Folgen mod n (n = 0,1,2,...). Hermann Ludwig Schmid. 

Fung, K.: On the minimally almost periodie topologieal groups. Sci. Record 
3, 161-166 (1950). 

Etude sur les relations existant entre groupe minimalement presque-p6riodique 
(e’est-A-dire sans representation unitaire continue non triviale) et groupe de Lie. 
L’A. donne quelques conditions nöcessaires, suffisantes, ou n&cessaires et suffisantes, 
pour qu’un groupe de Lie soit minimalement presque-periodique. (Par exemple: 
Un groupe de Lie lindaire connexe est min. p.-per. si et seulement si son algebre de 
Lie satisfait aux deux eonditions: I. elle coincide avec sa derivee, II. ses sous algebres 
semi-simples maximales ne contiennent aucun facteur direct associe A un groupe 
compact.) Jean Riss. 

Mautner, F.I.: The structure of the regular representation of certain dis- 
erete groups. Duke math. J. 17, 437—441 (1950). 

Soit @ un groupe denombrable discret dans lequel le sous-groupe @, reunion des 
classes eonjuguees finies est d’indice infini; soient @,, = 0,1,..., les differentes 
classes de @ suivant @, et 0, leurs fonetions caracteristiques. L’A. montre que 
dans la decomposition de L?(G) (mesure de Haar ä& gauche) en somme continue 
;} H, relativement ä& l’algebre d’operateurs faiblement fermee, self-adjointe W, 
Er 
engendr6e par les translations a gauche dans l’espace des op£rateurs bornes de 
L?(G), chaque operateur E,: x —6,x se decompose en E,(t) dont aucun n’est 
nul pour presque tout t; de plus dans A, il existe un el&ment dont les transform6s 
par E,(t) engendrent un sous-espace dense dans #,. Comme par hypothese les 
E, sont en nombre infini et deux & deux orthogonaux, il en rösulte que presque tout 
H, est de dimension infinie. Presque chaque W(t) est done de Type II, (& l’aide de: 
J.v. Neumann, ce Zbl. 34, 61). Jean Riss. 

Grosswald, Emil: On the strveture of some subgroups of the modular group. 
Amer. J. Math. 72, 809—834 (1950). 

Nach dem Vorbild von Rademacher wird die Methode von Reidemeister- 
Schreier zur Bestimmung von Erzeugenden und definierenden Relationen von 
Untergruppen auf die durch b = c = 0 (mod p) definierten Untergruppen der Modul- 
gruppe angewandt. (p muß Primzahl sein.) Es ergeben sich für p = 2 zwei und für 
p=3 drei freie Erzeugende. Für p >3 ergeben sich 2[(p + 2) (p — 1)/12] + 3 

. unabhängige, aber nicht mehr immer durchweg freie Erzeugende. Vielmehr treten 
. ... Jolgende Relationen auf: Für p=1 (mod 3) gibt es zwei Erzeugende, deren dritte 
Se Potenzen die Identität sind; für p = 1 (mod 4) sind die Quadrate zweier Erzeugen- 
den die Identität. Wenn p = 1(12) ist, gibt es also vier Relationen, wenn p = — 1(12) 
ist, gibt es keine Relationen. Für p = 2 sind beide Erzeugende parabolisch, für 
p =3 sind es drei Erzeugende. Die Erzeugenden werden explizit angegeben, und 
auch für das Geschlecht der Fundamentalbereiche wird eine Formel gegeben. 


> | Gustav Lochs. Pf 


Verbände. Ringe. Körper: 


| er: Krishnan, V.-8.: Les HeRneeE partiellement ordonndes et leur tensions. 
- Bull. Soc. math. France 78, 235—263 (1950). . \ Sn 


SE Es ‚werden die ‚Erweiterungen von teilweise or Halberuprau K (mit 
.. zweiseitig monotoner Multiplikation) zu vollständigen Halbverbandshalbgruppen N 


. Fr et ie. 
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(mit zweiseitig distributiver Multiplikation) unter zsucht. Ausgehend von den Haupt- 
idealen (a) von K, die aus den Elementen & <a bestehen; wird für jedes ACK 


das Ideal ACK konstruiert, das mit a auch (a), und mit a, auch Fa, (die 
Vereinigung der a,, soweit sie in X existiert und die Multiplikation distributiv für 
sie ist) enthält. Die Ideale bilden eine Erweiterung L,, und Z, läßt sich homomorph 
in jede andere Erweiterung Z abbilden. Die Kostnktion von L, enthält die Kon- 
struktion von MeNeille fans, Amer. math. Soc. 42 416—460 (1937); dies. 
2bl:217; 339] als Spezialfall. — Anschließend werden die er aske nen von 
K el Z, in Zusammenhang mit der Menge der zu 0 (mitt O<x füralle ze) 
kongruenten Elemente TR Paul Lorenzen. 

Fuchs, Ladislas: A note on half-prime ideals. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 
20, Nr. 28, 112—114 (1948). 

Halbprime Ideale sind von Krull [Math. Ann. 101, 729—744 (1929)] folgender- 
maßen definiert worden: h heißt ein halbprimes Ideal, wenn aus «= 0(h) folgt 
x==0(h). In der vorliegenden Arbeit wird bewiesen, daß ) dann und nur dann 
halbprim ist, wenn aus ab=0(h) folgt anb=0(h). Die halbprimen Ideale 
sind also genau diejenigen, für welche die Kongruenzen ab=0() undanb= 0) 
äquivalent sind. Rudolf Kochendörffer. 

Fuchs, Ladislas: A note on the descending chain condition. Norske Vid. 
-Selsk. Forhdl. 21, Nr. 14, 57—59 (1949). 

Unter Be des bekannten Satzes von Akizuki über den Zusammenhang 

_ zwischen Minimal- und Maximalbedingung bei kommutativen Ringen wird gezeigt: = 
- Gilt in dem nicht ausschließlich aus Nullteilern bestehenden, kommutativen Ringe 
N unter der Voraussetzung Nn%+ 0 bei einer beliebigen Anzahl von Kompo- 


nenten c,. stets die Tdöalsleichung a (a +t)=a+ a ey 80 ist für die Gültigkeit a 8 


der abgeschwächten Mintiistkedisenng in Rt ee und hinreichend, daßkein 
N-Ideal a=+ (0) als Durchschnitt von (endlich oder unendlich vielen) echten 


 Oberidealen dargestellt werden kann. | Wolfgang Krull. Sa 
2 Fuchs, Ladislaus: Über die Ideale arithmetischer Ringe. Comment. math. Hol-- 
vetici 23, 334—341 (1949). _ 


Verf. Beraichueh A seieharbtrscheht Ring (A- Ring) einen solchen, in dem für je drei Tazaıe £ 

eo; b, ce stets die Relation a+(bne)=(a+b)N(a-+c) oder die damit gleichwertige 2 
; an(b+J)=(amb)+(ame) gilt; das Zeichen + soll dabei den g.g.T. bedeuten. Ein 

 primitives] Ideal v ist definiert als eines, für das an bCov stets wenigstens eine der Relationen 

E acv,bC v nach sich zieht. Jedes Primideal ist primitiv, jedes primitive irreduzibel. In A-Rin 
gen und nur in ihnen sind die irreduziblen und die primitiven Ideale identisch; das wird be- 
wiesen mittels der für jeden Ring gültigen, auf das Zornsche Lemma gestützten. Aussage, ‚da 
jedes Ideal der Durchschnitt aller seiner irreduziblen Teiler wird. In Ringen mit abgeschwäc FREE: 
m U-Satz reichen natürlich schon stets endlich viele Durchschnittskomponenten zur B dun LI EEE 
des Durchschr tts aus. In einem A ing ist ‚die Gültigkeit des U-Satzes die notwendige u 
; ür, daß jedes Ideal als Durchschnitt endlich vieler stark- 

abei heißt ein Ideal ww arena nem aus eine 
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man unter der Voraussetzung dieses Satzes als Komponentenideal eines durch endlich viele 
eindeutig bestimmte Ideale c,. . ., c, ‚dargestellten Ideals a jeden möglichen Durchschnitt 
irgendwelcher von ihnen (sie selbst eingeschlossen), so ist ao b stets Komponentenideal, und 
zwar dasjenige, das gleich dem Durchschnitt der nicht in b aufgehenden Komponenten von a 
ist. Nennt man schließlich zwei Ideale b, und b, a-äquivalent, wenn ao b, = a> b, ist, so ent- 
steht eine den üblichen Bedingungen genügende Klasseneinteilung, auf die die Operationen 
A und + eindeutig anwendbar sind. In jeder durch ein Ideal b bestimmten Klasse nach a 
gibt es genau ein zu a gehöriges Komponentenideal, nämlich ao (ao b); wenn a n irreduzible 
Durchschnittskomponenten hat, gibt es genau 2" Klassen. Dann und nur dann sind zwei Ideale 
äquivalent hinsichtlich a, wenn sie es bezüglich aller irreduziblen Komponenten von a sind. 
Bei irreduziblen Idealen i existieren aber wegen g) jeweils genau zwei Klassen: Zwei Ideale ge- 
hören dann und nur dann zur gleichen Klasse nach i, wenn sie beide gleichzeitig durch ti teilbar 
oder durch i unteilbar sind. Darauf gründet sich eine eineindeutige involutorische Abbildung A 
dieser Idealklassen nach a, die dadurch erklärt ist, daß jeder durch ein Ideal f repräsentierten 
Klasse K die das Ideal X = aof enthaltende Klasse K’ zugeordnet wird; bei irreduziblem 
a=i läßt man einfach die beiden möglichen Klassen nach i einander entsprechen, wodurch 
auch die allgemeine Abbildung U genauer zu beschreiben ist. — Zur Kennzeichnung des Gültig- 
keitsbereichs bzw. der Tragweite dieser Untersuchungen sei bemerkt, daß schon der Polynom- 
ring P[x, y] mit rationalen Koeffizienten kein A-Ring ist. A-Ringe sind trivialerweise alle 
Noetherschen Ringe, d.h. alle nullteilerfreien Ringe mit Einselement, in denen jedes nicht- 
triviale Ideal eindeutig als Potenzprodukt endlich vieler teilerloser Primideale darstellbar ist. 
Wie Ref. inzwischen zeigen konnte, sind unter den nullteilerfreien Ringen mit Einselement 
und Gültigkeit des (abgeschwächten) U-Satzes die Noetherschen Ringe mit den A-Ringen iden- 
tisch. Auf diese Weise ergibt sich eine neue axiomatische Charakterisierung der Noetherschen 
Ringe, in der die übliche Forderung der ganzen Abgeschlossenheit im Quotientenkörper durch 
die A-Ring-Eigenschaft ersetzt ist. Heinrich Grell. 


; Skolem, Th.: Two generalizations of a well known theorem on polynomials. 
I, U. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 20, Nr. 19, 70—73, Nr. 20, 74—77 (1948). 

Ein bekannter Satz besagt, daß in einem Polynomring % [x] über einem Integri- 
tätsbereich $ die eindeutige Primelementzerlegung existiert, falls dies für % zutrifft. 
In Teil I wird gezeigt, daß dieser Satz gültig bleibt, wenn man $[x] durch den all- 
gemeineren Bereich O[x] ersetzt, der folgendermaßen erklärt ist. Es sei jedes v,, 
wobei r die Elemente einer multiplikativen Gruppe G@ durchläuft, eine additive 
Abelsche Gruppe. Die Menge aller Elemente der vo, sei D. In O sei eine nullteilerfreie 
Multiplikation so erklärt, daß aus ae o,und bEo, folgt abe o,,. Ist e das Eins- 
element von G, so enthalte o, ein multiplikatives Einselement für die Elemente von ©. 
= Die Menge aller Polynome der o,[x] sei O [x] ; es liegen also jeweils alle Koeffizienten 

eines Polynoms aus O[x] in einem der o,. Dann bildet DO[x] eine multiplikative 


Halbgruppe. — In Teil II werden Polynome der Form f(x) =; > a,x be- 
ed 


 trachtet, wobei a und b ganze Ideale eines algebraischen Zahlkörpers K und die a, 
2 Fi T 


solche Elemente aus K sind, daß 5% =1,...,n) ganze Ideale aus K sind. Die 


Krull, Wolfgang: Subdirekte Summe 
Math. Z., Berlin 52, 810-826 (1950). 


and 


Es ist bekannt [MeCoy, dies. Zbl. 3 


rpern, deren Elemente; 


sein kann (Integrit 
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Körper endlich und gibt es endlich viele Primzahlen P1: Pa, -- ,?,„ und eine feste 
Schranke N derart, daß die Körper ${x mit von 0, P1 Ps» - - -, ?, verschiedenen 
Charakteristiken nicht mehr als N Elemente besitzen, so ist keine subdirekte Summe 
der St, ein Integritätsbereich. Ferner wird die Darstellbarkeit der Polynomringe 
Ku)... ., %,], sowie die der Polynomringe $ [%,, %, ...| in abzählbar unendlich 
vielen Variablen v, über einem Körper $ al subdirekte Summe von zu Sl isomorphen 
pam Kl; bewiesen. Es gilt der folgende Satz: läßt sich ein abzählbarer Integritäts- 
bereich $ als eine subdirekte Summe von Körpern $}, darstellen, so gilt dasselbe 
für die Polynomringe Ja... .,u,] und Sl, Us... ] mit endlich vielen bzw. 
abzählbar unendlich vielen u,. Das Hauptresultat lautet: Es sei St; R,... eine 
abzählbare Folge von höchstens abzählbar unendlich vielen, nicht ein und dieselbe 
Charakteristik ezenden Körpern, die nicht den Bedingungen (*) genügen; dann 
ist der Integritätsbereich aller ganzzahligen Polynome in abzählbar unendlich 
vielen Unbestimmten stets eine subdirekte Summe der $},. Ähnliche Sätze gelten 
für den charakteristikgleichen Fall. Zum Schluß werden die subdirekten Kompo- 
nenten der Ideale und spezielle subdirekte Summen betrachtet und einige bemerkens- 
werte Folgerungen gezogen. Ladislaus Fuchs. 

Jacobstahl, Ernst: Sur les nombres hypereomplexes. Norske Vid. Selsk. 

- Forhaäl. 20, Nr. 8, 29—32 (1948). 

Für den kommutativen Ring der reellen Vektoren V = (a;b;c) mit der 
Multiplikationsvorschrift vr = «a, +%b, +0 05.5 +5 + bb; 
D,6g + b,c; + a,a,) werden Fa Nulkteiler eh B. Sahoenebergi 

Wang, Shianghaw: On the ecommutator group of a simple algebra. Amer. J. 
Math. 72, 323—334 (1950). 

Let A be a simple algebra over an algebraic number field k and A’ the commutator 
group of the group of all regular elements in A. The interesting result of the paper 
states that A’ coincides with the group of all elements of reduced norm 1. [For 

- p-adie number fields this follows from atheoremof Nakayama and Matsushima, 
Proc. Imp. Acad. Japan 19 (1943).] The same theorem is proved to hold for simple 
algebras whose index over the center is a square- -free number, but the question as 
to whether it is true for any simple algebra is left open. The author notes that ’ 
from his theorem and the norm theorem of Hasse-Schilling it results that te 
factor-commutator group of A is isomorphie to the group consisting of all elements 

of k, which are positive at all infinite primes where A is ramified. 

& Ladislaus Fuchs. 

3 Barsotti, Tacopo: Valnfazioni nelle algebre divisorie senza base finita. Rend. 
Mat. sue Appl., Univ. Roma Ist. naz. alta Mat., V.S. 8, 168—185 (1949). _— 


Es sei der Einfachheit halber von vornherein % der Quotientenkörper eines diskreten 
 Bewertungsringes g- (Verf. wählt im ersten Teil allgemeiner für % einen Noetherschen Fünf- 
- Axiome-Ring). A sei eine assoziative Divisionsalgebra über %,i. a. nicht endlich, d. h. ohne end- 
lichen Rang. Die Möglichkeit, daß X einen Oberkörper positiven Transzendenzgrades- über 
bildet, möge ausgeschlossen werden, da es sich zeigt, daß siein gewisser Hinsicht einen Ausnahme- 
fall darstellt. Gesucht werden die Bewertungen von X, die Fortsetzungen der durch g bestimmten 
Bewertung B, von % sind, wobei die Bewertungsaxiome genau die gleichen sind wie im kom- 
mutativen Fall und insbesondere w(a:+b) = w(a) + w(b) [nicht nur r w(a:b) > w(a) + w(b)] 
fordert wird. Zwei Bewertungen von W, die durch Umnormierung der Wertegruppen ineinander 
bergeführt werden können, werden wie üblich als gleich a Es Fe (das Syste, r 
er Kommutatoren aus W, also aller Elemente der Form a1. b-1- 4b. Ein Unterring S von‘ 
— etwas abweichend von der Ausdrucksweise des Vers. — maximal zulässig ge 
i 8 zwar g, aber nicht % enthält, 2. jedese eW in der Form c=a:a1 
ist, 3. H eine Untermenge von S bildet und 4. Sin X keinen echte 
3. be N — - Verf. gewinntin deutlicher Analogie zu 
en. wertungen B zo a ntsprech 
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also aus einem endlichen algebraischen Zahlkörper durch r-adische Abschließung hinsichtlich 
eines (nicht archimedischen) Primdivisors entsteht. Er konstruiert zunächst eine bewertbare, 
über $ nicht algebraische Algebra X, um sich dann weiter aufrelativ $ algebraische Algebren 
zu beschränken. Für diese beweist er vor allem zwei Hauptsätze: 1. Gehört jedes Elementenpaar 
a,b aus X einer über % endlichen Unteralgebra von X an, so ist A stets bewertbar und zwar nur 
auf eine einzige Weise. Der zu der Bewertung B von W gehörige maximal zulässige Ring $ 
besteht aus allen von g ganz abhängigen Elementen von X. 2. Gehört jede endliche Untermenge 
von X zu einer über % endlichen Unteralgebra, ist A abzählbar über % und ist die Verzweigungs- 
ordnung w der Bewertung B von W hinsichtlich B, endlich, so ist das Zentrum $t von A ein 
abzählbar unendlicher Oberkörper von %, und es ist A über $ endlich; für den Grad g von X 
über $ gilt die Gleichung g = we”, falls e die Verzweigungsordnung der durch B induzierten 
Bewertung von £ hinsichtlich B, bedeutet. — Einige weitere Sätze verschärfen die gewonnenen 
Resultate unter der Voraussetzung, daß N eine über % normale Algebra darstellt. 
Wolfgang Krull. 

Cartan, Henri: Theorie de Galois pour les corps non commutatifs. Ann. sci. 
Ecole norm. sup., III. S. 64, 59—77 (1947). 

Die Ausdehnung der klassischen (kommutativen) Galoisschen Theorie auf den Fall nicht 
notwendig kommutativer Körper erfolgte in verschiedenen Richtungen, die etwa durch die Er- 
gebnisse von Skolem-Noether und von Jacobson gekennzeichnet werden. Während im 
kommutativen Fall der Überblick über die Zwischenkörper eines Grundkörpers und eines Galois- 
schen Oberkörpers unmittelbar durch die Zuordnung zu den sämtlichen Untergruppen der 
Galoisgruppe gewonnen wird, gestalten sich die Verhältnisse im Nichtkommutativen verwickelter. 
Das Problem besteht hier in einer geeigneten Kennzeichnung der den Zwischenkörpern zu- 
geordneten Untergruppen, wobei die Unterscheidung zwischen inneren und äußeren Automor- 
phismen von Bedeutung ist. Verf. entwickelt in der vorliegenden Arbeit eine allgemeine Theorie, 
die einerseits die bekannten Resultate weitgehend als Spezialfälle umfaßt und übergeordneten 
Gesichtspunkten unterordnet, und die andererseits durch ihren übersichtlichen Aufbau und 
die klare, leicht verständliche Darstellung einen guten Einblick in die wesentlichen Zusammen- 
hänge vermittelt. In der folgenden Übersicht über den Inhalt der Arbeit soll unter ‚Körper‘ 
im allgemeinen ein nicht notwendig kommutativer Körper verstanden werden. — In einem vor- 
bereitenden ersten Paragraphen werden die erforderlichen Hilfsmittel bereitgestellt, Mit @£ be- 
zeichnet Verf. die Gruppe derjenigen Automorphismen des Körpers K, die die Elemente des 
Unterkörpers L einzeln fest lassen. Z heißt Galoisscher Unterkörper von X, wenn er mit dem 
Invariantenkörper der Gruppe G#X übereinstimmt. Für die spätere Beweisführung ist nach- 
stehender Satz von Wichtigkeit: K habe über dem Unterkörper Z endlichen Linksrang. Ist 
dann 4 einRingmit LCACK, so ist A bereits ein Körper. — $ 2 gibt eine Zusammenstellung 
der grundlegenden Sätze aus der Galoisschen Theorie kommutativer Körper im Anschluß an 
die Artinsche Darstellung. Die wesentlichen Tatsachen werden in drei Sätzen wiedergegeben, 
denen später drei Sätze der neuen Theorie als Verallgemeinerungen gegenübergestellt werden. 
Die charakteristischen Momente werden auf diese Weise besonders deutlich ins Licht gerückt. — 
Den Ausgangspunkt für die Durchführung der allgemeinen Theorie bildet ein Satz von Jacob- 
son-Bourbaki. Die Bereitstellung der erforderlichen Hilfsmittel und die Formulierung des 
Satzes bilden den Inhalt des dritten Paragraphen. Z(K) bedeute die Menge aller Endomorphis- 
men des Körpers X; d.h. die Menge aller Homomorphismen der additiven Gruppe X in sich. 
Auf #(K) kann einerseits eine Ringstruktur definiert werden; andererseits kann Z (K) als Rechts- 
vektorraum mit dem Skalarenkörper X aufgefaßt werden. Ein Unterring des Ringes Z (X) 
heißt ein vektorieller Unterring, wenn er den identischen Endomorphismus enthält und gleich- 
zeitig Unterraum des Vektorraumes ZH (K) ist. Der erwähnte Satz von Jacobson-Bourbaki 
besagt dann die Existenz einer eineindeutigen Zuordnung zwischen den Unterkörpern ZL von 
endlichem Linksrang unter X und den endlichdimensionalen vektoriellen Unterringen von Z(K). 
Der Rang von K über L und die Dimension des zugeordneten Unterringes stimmen überein. 
Ein wichtiges Beweishilfsmittel ist sodann noch der Begriff des „el&ment primordial“: Z sei ein. 
K-Rechtsvektorraum mit der (endlichen oder unendlichen) Basis {e,} (d.h. jedes x EZ läßt: 


' sich als &e, k,, k, € K, mit nur endlich vielen k; + 0 darstellen). 7(x) sei die Menge der Indizes, 


für die die entsprechenden Koordinaten von x ungleich Null sind. Ein Element des Unter- 
raumes V CE heißt dann „el&ment primordial“ (relativ zur Basis e,), wenn (1) mindestens eine 
Koordinate von xgleich 1 € K ist, und wenn (2) fürjedes yE V mit I(y) I(x) gilt: I(y)=I(a) 
oder I(y) = ®. Es ist dann y=xk(k EK), und y heißt zu x proportional. V wird von seinen 
„elements primordiaux“ aufgespannt. — In’$4 wird die oben erwähnte Auszeichnung gewisser“ 
"Untergruppen der Galoisgruppe entwickelt. Ist I"die Gruppe der inneren Automorphismen von 
K, d. h. der Automorphismen o,(x) = kxk1, so gilt I! K*/O*, wobei C das Zentrum von 
K bedeutet. und der Stern jeweils die multiplikativen Gruppen der von Null verschiedenen 

Elemente kennzeichnet. Ist @ irgendeine Automorphismengruppe, so ist @ NIT’ Normalteiler 


= % in @: Die Menge K(@) aller k € K mit 0, €@ ist eine Untergruppe von K*, die C* umfaßt und 
als Ganzes gegenüber @ invariant ist. Bezeichnet .K(@) den von K(G) erzeugten Unterkörper, 


ER, 
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so sei @ die Gruppe derjenigen Automorphismen r von K, die sich als r — 0%°o mit kE K(&) 
und @€@ darstellen lassen. Es gilt GIG und G/EN T=@G MAT. Die gesuchte Aus- 
zeichnung gewisser Untergruppen erfolgt nun durch den Begriff der vollständigen Gruppe (groupe 
acheve). Eine Automorphismengruppe @ heißt vollständig, wenn G@ = @ gilt. Gleichbedeutend 
mit dieser Eigenschaft ist, daß K(G) U {0} ein Unterkörper von X ist. Für einen beliebigen 
Unterkörper LCK ist die Gruppe @& stets vollständig. Ist andererseits G eine beliebige 
Automorphismengruppe mit dem Invariantenkörper Z, so stimmen im allgemeinen @ und GX 
nicht überein, während jedoch Z auch Invariantenkörper von G# ist. Man kann demnach nicht 
etwa alle Untergruppen durch ihre Invariantenkörper charakterisieren (Galoissche Zuordnung), 
sondern diese Möglichkeit besteht eben nur für die vollständigen Untergruppen. — Nach diesen 
Vorbereitungen werden in $ 5 die folgenden drei Fundamentalsätze der neuen Theorie formuliert 
und in den $$6—8 bewiesen: (1) @ sei eine Automorphismengruppe von K mit dem unter K 
galoisschen Invariantenkörper L. K besitzt über Z dann und nur dann endlichen Linksrang (r), 


wenn a) G/@ N I die endliche Ordnung n und b) K&) über © den endlichen Rang d besitzt. 
Es gilt dann: a) r= nd. ß) G& ist die kleinste vollständige Gruppe, die G umfaßt; ist @ selbst 
vollständig, so ist @ Galoisgruppe von K über L. Da Entsprechendes auch hinsichtlich des Rechts- 
ranges gilt, so folgt, daß bei allen Galoisschen Unterkörpeın endlichen Ranges der Rechtsrang 
gleich dem Linksrang ist. (2) Z sei ein Galoisscher Unterkörper endlichen Ranges unter K. 
Ist dann H ein Zwischenkörper zwischen K und Z, so ist H Galoisscher Unterkörper von K. 
Jede vollständige Untergruppe von G£ ist Galoisgruppe von einem L umfassenden Unterkörper 
von K. Zwischenkörper und vollständige Untergruppen gestatten die übliche Galoiszuordnung 
mit den bekannten Monotonieeigenschaften. (3) X sei eine Galoissche Erweiterung endlichen 
Ranges über Z und H ein Zwischenkörper. G#(H) sei diejenige Untergruppe von G#, deren 
Automorphismen H als Ganzes fest lassen. Dann kann «) jeder Isomorphismus von H, .der L 
elementweise invariant läßt, zu einem Automorphismus von K erweitert werden, und es gilt 
BP) GF=GE(H)/G#. y) H ist genau dann Galoissche Erweiterung von: L, wenn GX kleinste 
vollständige Untergruppe ist, die G£(Z) umfaßt. Insbesondere ist H Galoissche Erweiterung 
von Z, wenn GE =G#(H) ist; und dies ist genau dann der Fall, wenn. G£ Normalteiler in 
G# ist. Es gilt dann G? = G#/G#. Im Anschluß an (3%) macht Verf. noch einige interessante 
Bemerkungen über das algebraische Verhalten konjugierter Elemente, die im Spezialfall eines 
kommutativen Körpers auf bekannte Tatsachen zurückführen. — $ 9 gibt einige Anwendungen 
der Resultate zu Sätzen von Skolem und Noether. — $10 behandelt den Spezialfall, daß_der 
Körper K endlichen Rang über seinem Zentrum besitzt. — In $11 schließlich beweist Verf. 
den folgenden Satz: Hat X endlichen Rang über seinem Zentrum €, so gibt es keinen echten 
Zwischenkörper zwischen K und (C, der gegenüber allen inneren Automorphismen von K in- 
variant ist. In einer späteren Note hat R. Brauer gezeigt, daß sich dieser Satz auch unabhängig 
von der allgemeinen Theorie durch eine kurze Rechnung beweisen läßt (dies. Zbl. 37, 24). 
Hans Joachim Kowalsky. 


Paige, Lowell J.: Neofields.. Duke math. J. 16, 39—60 (1950). 

Unter einem Neukörper (Neofield) wird eine nicht-leere Menge S von Elementen 
verstanden, in der zwei Operationen, eine Addition und eine Multiplikation, definiert 
sind mit den vier Eigenschaften: 1. Sind irgend zwei Elemente der Gleichung 
a+b=c aus S gegeben, so ist das dritte eindeutig in S bestimmt; 2. Es gibt ein 
und nur ein Element 0 in S, das der Gleichung 0O+a=a4+0=a fürallea aus S 
genügt; 3. Die von 0 verschiedenen Elemente aus S bilden eine Gruppe; 4. Es 
gelten die Distributivgesetze: a-(b+c)=a-.b-+a.c, (b+c)-a=b-a+tc-a. 


Von den Axiomen eines Schiefkörpers fehlt also lediglich das Assoziativgesetz der 


Addition. S ist bezüglich der Addition keine Gruppe, sondern ein „Loop“. — In 
‘der vorliegenden Arbeit wird hauptsächlich die folgende Frage behandelt: Läßt 
sich eine beliebige Gruppe @ in einen Neukörper 8 so einbetten, daß @ gerade die 
multiplikative Gruppe von S wird? Bejahendenfalls wird G zulässig genannt. Unter 


Benutzung eines Kriteriums von R. H. Bruck zeigt Verf. u. a., daß folgende Gruppen 


_ zulässig sind: Die endlichen Gruppen von ungerader Ordnung, die endlichen abel- 


schen Gruppen und die freien abelschen Gruppen von endlich vielen Erzeugenden. 


— Sätze über Isomorphie, Unter-Neukörper und Aussagen über besondere Neu- 


- körper, bei denen die Addition verschiedene weitere Eigenschaften besitzt, werden 


r 
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hergeleitet. Verf. bildet ferner mittels der geordneten Tripel von- Elementen aus 
einem Neukörper in der bei Schiefkörpern wohlbekannten Weise eine analytische 


Geometrie, indem er die linkshomogenen Tripel als Punkte, die rechtshomogenen 


20T 
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als Geraden auffaßt und die Inzidenz in üblicher Weise definiert. So entsteht aller- 
dings eine Geometrie, die i.a. nicht die projektiven Inzidenzaxiome erfüllt. Ist 
dies aber der Fall, so wird der Neukörper „planar‘“ genannt; Kriterien dafür 
werden angegeben; notwendig ist insbesondere, daß die Addition des Neukörpers 
kommutativ und in einem naheliegenden Sinne umkehrbar ist. Verallgemeinerungen 
dieses Ergebnisses auf M. Halls ternäre Ringe [vgl. Trans. Amer. math. Soc. 54, 
229277 (1943)] folgen. Schließlich werden Zusammenhänge mit den „Latin 
squares“‘ von H. B. Mann [vgl. Ann. math. Statist. 13, 418—423 (1942)] erörtert. 
Emanuel Sperner. 

Pickert, Günter: Komposita transzendenter Körpererweiterungen. J. reine 
angew. Math. 187, 234—245 (1950). 

Sind X, und RK, Unterkörper eines Körpers $}, so nennt man bekanntlich den 
Direhschnii aller gemeinsamen Oberkörper von K, und K, in ft das Kompositum 
K,K, von K, und K, in 0. %k bezeichne einen gemeinsamen Unterkörper von K, und 
K.. Die Körper K, und K, heißen unabhängig bzw. linear fremd über k, wenn jede 
Bis k algebraisch- SZ ner unabhängige Menge aus K, auch über X, algebraisch- 
bzw. linear unabhängig ist; diese Begriffe sind EL Ähnlich werden die 
Komposita der X, und K, bezeichnet. Verf. betrachtet transzendente Körpererwei- 
terungen Kı/k und R,jk, so daß irgendeine Transzendenzbasis von K,/k auch 
eine solche von $?/K, ist. Es wird re daß die Klassen isomorpher unab- 
hängiger Komposita der Körper K, und K, umkehrbar eindeutig den teiler- 
losen Idealen einer aus X, und K, ed gebildeten Algebra entsprechen. 
‚Ist % algebraisch abgeschlossen in K, und ist X, eine einfache Erweiterung eines 
Körpers, der eine separable Transzendenzbasis über %k besitzt, so ist die lineare 
Fremdheit eine Folge der Unabhängigkeit. Die Ergebnisse führen zur Bestimmung 
der isomorphen unabhängigen Komposita von K, und K, über k: zwei Komposita 
sind dann und nur dann isomorph, wenn das direkte Produkt der als Algebren über 
k aufgefaßten separablen Hüllen von k in K, bzw. K, ein Körper ist. Der übrige 
Teil der Arbeit behandelt gewisse Meder der er und nichtkonstanten | 
ng sonen. von algebraischen Funktionenkörpern einer Veränderlichen. | 


Ladislaus Fuchs. 


 Chätelet, A.: Id6aux prineipaux dans les eorps eireulaires. Colloques internat. 
Centre nat. Rech. Sci. Nr. 24 (Algebre et theorie des nombres, Paris 25. 9.—1. 10. 
2 1949), 103—106 (1950). 
 d &tant un nombre naturel impair ou multiple de 4, on n appelle eorps circulaire 
Ca) le eorps R(e) engendre par une racine primitive e de l’unite, d’indiee d, zero 
d’un polynöme de degre 6 = p(d), & coefficients entiers, norm& et irr&ductible sur 
: se. corps R des rationnels. Les 6 löindshiieie de C(d) sont designes par I et 
is par erh @ mod. d, premier avec d). E: mple: d = 3; 06=di=l, 25 
= R()LA, ‚„represente le transform& par Qi d’un ideal ‚A entier ou Be ionnaire 
). L’A. donne une construct; ae lasse importante d’idseaux prin ipaux. 
orps CO (d), les ideaux essentiels, caracterises par deux a nn 
on peut trouver un ideal B,; tel que Al-A;1= Bd. 2 
incipaux. La determination des id6aux essentiels se fait alors au m. 
 sultat suivant: toutideal essentiel est donn6 par un prodı t de 
Eh =14 [ji = @- i7t (mod. d); . ge a“ entier 1 
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corps abeliens; exemple: corps abeliens du troisieme degre obtenus A partir de 
C(3) (ce Zbl. 34, 160). Leonce Lesieur. 


Zahientheorie: 


Jacobsthal, Ernst: Correetion de quelques erreurs dans la table d’indices de 
M. Kraitchik. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 19, Nr. 1, 1—2 (1947). 

Sierpinski, W.: Sur les puissances du nombre 2. Ann. Soc. Polonaise Math. 
23, 246—251 (1950). 

The author proves that if m == n, and k are natural numbers, then a necessary 
and suffieient condition for the congruence 2% = 2% mod 10% to holdis that m > k, 
n >k, and m=n mod 4.5%-1, This follows from the fact that 2 is a primitive 
root modulo 5%. He also shows that if r is a given natural number of s digits (in the 
deeimal representation), then there exists a positive integer n such that the first s 
of 2” coincide respectively with those of the number r. This follows from the one- 
dimensional case of the Kronecker approximation theorem. Moser and Macon 
[Seripta math. 16, 290—292 (1950)] have independently obtained more detailed 
results in this direction. Paul T. Bateman. 

Sierpinski, W.: Sur la periodieit€ mod m de certaines suites infinies d’entiers. 
Ann. Soc. Polonaise Math. 23, 252—258 (1950). 

- The author proves various theorems concerning sequences {u,} of integers with 
the property that, for a given natural number m, there exist natural numbers h 
and % such that a,,,= u, (modm) for n >h. His theorems show, for example, 
that if f is an integral- -valued polynomial and g is an integral-valued polynomial 
such that g(n) >0 for n >0, then the sequence defined by u, = f(n)?® has 
the above property for any given natural number m. Paul I: en 

Kolberg, Oddmund: Über „vollkommene“ Primzahlen. Norsk mat. Tidsskr. 
30, 110—111 (1949) [Norwegisch ]. 

Eine Primzahl heißt ‚vollkommen‘, wenn sie bei beliebiger Permutation ihrer Ziffern 

Primzahl bleibt. 113, 131, 311, 199, 919, 991, 337, 373, 733 sind alle dreiziffrigen vollkommenen 


Primzahlen. Es gibt keine vier- und keine fünfziffrigen vollkommenen Primzahlen. nn & 
Hermann Ludwig Schmid. En 


Nyberg, Michael: Über _die unbestimmte Gleichung 2 Dy2=-+L. Norsk 
mat. Tidsskr. 30, 69—71 (1948) [Norwegisch]. 

Verf. zeigt, daß für die Gleichungen x? — (m2 +4)? =-+m mit nation re 
_ m genau dann ganzrationale Lösungen existieren, wenn m ungerade oder m = 4r?, = 
 r ganzrat., ist. Diese werden angegeben mit Methoden aus der Kettenbruchtheorie, 
die Verf. bereits in einer früheren Arbeit anwendet (dies. Zbl. 30. 199). Far 
2 Hermann Ludwig Schmid. 
r - Nyberg, Michael: " Kulminierende und fast-kulminierende AeinepneN ehe: N orsk 
mat. Tidsskr. 31, 95—99 (1949) -[Norwegisch]. 2 ee 

- Verf. gibt für de regelmäßigen Kettenbrüche von VD, D= (m + m+N +m, == 
m ‚ungerade und 9, die Perioden, die fastkulminierend sind, an i 
Hermann Ludwig Schmid. i 
E: _ Pipping, Nils: Diagonalkettenbrüche ‚Acta Acad. Aboensis, nt Phys. 16 
. Nr.5, 238. (1949). E Ha 
This paper continues a study by Er ale [this Zbl. 29, 346; cf. also Act 
Acad. Aboensis, Math. Phys. 17, Nr.3 (1951)] ofthepropertiesofthe diagonal eont ue | 
fraction ‚expansion for D%, where D is a nonsquare integer. These properties are 


concerned v with > ie of the a numerators and denominators. in. & 
= and Er a at 
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97 are regular. In the previous paper the author gave such a table for D <500, 
in which, of the 478 cases listed, 144 were regular. Evelyn Frank. 

Georgikopoulos, ©.: Rational integral solutions of the 6quations x +4y? —#L 
and x3+2y3 — 22. Bull. Soc. math. Gröce 24, 13—19 und griechische Zusam- 
menfassung 19 (1949). i 

Die diophantische Gleichung x? + 443 = 2? hat die Lösungen x = a(a? + 4.bP), 
y= b(b? — 2a9), +z = 256° — ad + 10a? b° [a,b ganzrational], und alle Lösungen 
mit paarweise teilerfremden Zahlen x, y, z sind in diesen enthalten. Für die dio- 
phantische Gleichung x? + 2y? = 2? gelten ähnliche, etwas kompliziertere Aus- 
sagen. Verf. gewinnt diese Resultate mit Hilfe grundlegender Eigenschaften des 


Körpers P (y2). Als Nebenresultat ergibt sich, daß die diophantischen Glei- 
chungen a +49 =2? und 2°+2,?= 2? in paarweise teilerfremden Zahlen 
nicht lösbar sind. Die Arbeit enthält störende Druckfehler. 

Hermann Ludwig Schmid. 

Georgikopoulos, €.: On the equation: ax? +by?+cz?—=0. Bull. Soc. 
math. Grece 24, 20—25 und griechische Zusammenfassg 25 (1949). 

Aus einer speziellen nichttrivialen Lösung x, Y9 2, der diophantischen Glei- 
chung (1) aa +by?+c22=0 erhält man alle wesentlichen Lösungen x, y, 2 
(bis auf gemeinsamen Faktor) durch = x,3(B+ 0), y=%%3(B—-C)— xycD, 
2 = 2,3(0 — B) — x, b D, wobei die ganzrationalen Zahlen B, C, D die Bedingungen 
D2:bc = BO,2 |B + (' erfüllen müssen. Durch spezielle Wahl solcher Zahlen B, C, D 
werden einige Lösungen angegeben. Weiter zeigt Verf., daß die Lösungsgesamtheit 
von (1) dargestellt wird (bis auf gemeinsamen Faktor) durch die Gesamtheit 
der ganzzahligen Tripel z=bc(F +G), y=cyYa bEF+cY-a bGE+F+G), 
z=bVacEG-b y- acF(E+F+G). Hermann Ludwig Schmid. 

Skolem, Th.: Einige Bemerkungen über die Aufspaltung der ganzen Zahlen 
in eine Summe von Kuben. Norsk. mat. Tidsskr. 30, 77—81 (1948) [Norwegisch]. 

A. Wieferich [Math. Ann. 66, 95—101 (1909)] bewies, daß jede natürliche 
Zahl Summe von höchstens 9 Kuben ist. Verf. gibt einen erstaunlich einfachen Be- 
weis ohne besondere Kunstgriffe für den schwächeren Satz, daß jede natürliche Zahl 
Summe von höchstens 17 Kuben ist. Eine leichte Beweisänderung liefert sogar die 


= ES _ Darstellbarkeit durch 15 Kuben. Zum Schluß eine Beweisskizze für die Darstell- 
barkeit durch 11 Kuben nach dem Muster von Wieferich. 
= Hermann Ludwig Schmid. 


ee Richert, Hans-Egon: Über Zerfällungen in ungleiche Primzahlen. Math. Z., 

=. Berlin 52, 342—343 (1949). 

i Verf. nimmt zu einer Beweisidee des Ref. den Satz von Tschebyscheff hinzu, 
daß zwischen den Grenzen n >3 und 2» — 2 stets mindestens eine Primzahl 
liegt, und zeigt: Jede natürliche Zahl n >6 ist als Summe ungleicher Primzahlen 
darstellbar. R. Sprague. 

\ Richert, Hans-Egon: Über Zerlegungen in paarweise verschiedene Zahlen. 
Norsk mat. Tidsskr. 31, 120—122 (1949). 

In Verallgemeinerung derselben Beweisidee (vgl. obiges Referat) gewinnt Verf. | 

Sätze über Zerfällungen in paarweis verschiedene quadratfreie Zahlen bzw. Dreiecks- 


= zahlen bzw. Fünfeckszahlen. R. Sprague. 
Tatuzawa, Tikao: On the zeros of Dirichlet’s L-funetions. Proc. Japan Acad. 
26, Nr. 9, 1—13 (1950). Piss € 


Es sei N(x, T) (wo 4 <a <1, T >22) die Gesamtzahl der Nullstellen aller - 
' Dirichletschen L-Reihen L(s,x) modulo k im Gebiete « <o <1, | ST und 


R u. . 2 . 5 ? ba 
i ner sei (8, w) = er (n+w", ww O<w<si1 und s=o-6it. Verf. beweist: | 
FE Falls c eine positive absolute Konstante ist, derart, daß £(4 + it, w) wi-itn. 


Ne 
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O(|#]9), so ist N(&, T) <K[kt Tte(T + k)2]!-e1og8k T, wo K eine absolute 
Konstante ist. Als erste Anwendung beweist er (in den üblichen Bezeichnungen 
der Primzahltheorie): Falls (k,!)—=1, «U1+40/@+40)+e<y<x und logk< öloglog x 
(wo 6 >0), so ist 6. 
4 °+yY d 
Ä 

ERSTE AT N Ber Pi J ion tm erp (A og ai), 
wo A= A(e,ö) eine positive Konstank ist und die im O-Symbol enthaltene Kon- 
stante eine absolute ist. Weiter ist « eine positive absolute Konstante und zwar 
eine solche, daß Z (s, x) keine Nullstellen hat im Gebieto > 1 — b/(Max (log k, (log t)*), 
t >0 (b eine absolute Konstante). Die Existenz eines solchen 4 wurde früher von 
Cudakov bewiesen [Mat. Sbornik n. S. 19 (61), 47—56 (1946)]. — Als zweite 
Anwendung erwähnt er (ohne Beweis): Falls a und m gegebene positive Zahlen 
sind, so gibt es eine positive Konstante A —= A(a, m), derart, daß jede ungerade 
Zahl N >A eine Summe von drei Primzahlen p, ist, die den Ungleichungen 
I7;—3N| <aN(logN)-"® (= 1,2,3) genügen. 

Hendrik Douwe Kloosterman. 

Anfert’eva, E. A.: Summationsformeln, die spezielle zahlentheoretische Funk- 
tionen enthalten. Mat. Sbornik, n. S. 27 (69), 69—84 (1950) [Russisch ]. 

Verf. gibt Beweise zu einigen früher erhaltenen Ergebnissen (dies. Zbl. 24, 396) 
und erweitert diese. Karl Zeller. 


Inkeri, K.: On the Minkowski constant in the theory of binary quadratie forms. 
Ann. Acad. Sci. Fennicae, AI, Nr. 66, 35 S. (1950). 

f(z;y) sei eine indefinite quadratische Form mit reellen Koeffizienten der 
Diskriminante d=b?—4ac >0. Die untere Grenze aller Schranken m mit der 
Eigenschaft, daß für jedes reelle Zahlenpaar (x,; y,) ein Zahlenpaar (x; y) mit 
x = x, (mod 1), y= y, (mod 1) existiert, so daß |f{z;y)| Sm; sei M (Verf. nennt 
M die Minkowski-Konstante). Diese Grenze wird, wenn sie von den Schranken m 
angenommen wird, mit M, andernfalls mit M, bezeichnet. Beide Fälle kommen - 


wirklich vor. — Nach Minkowski gilt Ms ıYd, wobei das Gleichheitszeichen 
nur für die zu bx,y äquivalenten Formen benötigt wird. Vom Ref., von Davenport, 
Varnavides und Cassels (vgl. das Literaturverzeichnis am Schlusse der Arbeit) 


wurden genauere Schranken und für weitere Formen die exakten Werte von M an- 
gegeben. Verf. beweist für Formen mit ee <1 eine Anzahl von Sätzen 
allgemeiner Art, welche für diese d-Werte eine kleinere Schranke als die von Daven- 
port liefern. Er untersucht weiterhin für die speziellen Formen , = x? — Dy2 
und , = 2?+zxy+4(1— D) y?, welche für die Existenz des Euklidischen Algo- 
rithmus in srcben Zahlkörpern eine Rolle spielen, die schon von R. Steuer- 
wald (dies. Zbl. 34, 312) bearbeitete und u. a. für die Formen f, vollständig beant- 
wortete Frage, für welche D-Werte die vom Ref. angegebene Schranke M, = M, 
bzw. >M ist. Für die Formen f, wird diese Frage vom Verf. durch Ängahe eines 
notwendigen und hinreichenden Kriteriums vollständig erledigt. Weiterhin werden 
für gewisse Klassen von Formen f, Kriterien für M,=-M und für M,>M an- 
gegeben. Hiermit kann, wie schon bei er für alle D< 100 die Frage 
M, = M ‚oder >M' entschieden werden. Dabei kann Verf. eine Anzahl von 
Schranken des Ref. und von Varnavides verbessern und in einigen Fällen M an- 
geben. Josef Heinhold. 


Hlawka, Edmund: Bemerkungen zu einem Satz von R. Rado. "Österreich. 
Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., Anz. 1950 (87), 219—226 (1950). 
The theorem i in question is the following generalisation of Minkowski’s convex- _ 
body theorem: - Fa) = 0°be defined for all = n- en) vectors ir, vanish- : 
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ing outside a finite region but not identically; and let A beann x n matrix such 
that (1) f(A(®— y)) >Min (f(&), f(y)). If & runs through all vectors of a lattice L 
ER 1 VETERAN AT, 
of determinant D >0 then (2)./(0)) +— DEE | IE where V = f fx) de 
 &#0 


[J. London math. Soc. 21, 34—46 (1946)]. The reviewer (this Zbl. 30, 114) gave a 
Ia|| v1 [ y%(z) dx and the 
WW 


simpler proof by showing that the L.H.S. > ( 
R. HS. = D-1(|j2 || A I yiadz)' where ya) = DL frz +&) and W 
W & 


is a fundamental parallelopiped of L; the result then following immediately by 
Cauchy’s inequality (3) D I: dr (Jv da)”. The author makes four remarks 
vv / 


(I) ||A|| <2”. This strengthens Rado’s result (loc. eit.) that /), has one latent root 
<4. (II) If there is equality in (2) then the set of x with y(2) >0 is everywhere 
dense. The reviewer remarks that equality in (2) implies equality in (3) and so y(x) 
is almost everywhere constant (>0). (III) If the L. H. S. of (2) is less than twice 
the R.H.S. then N f(x +£) >0 forall x. The reviewer remarks that perhaps 


a simpler proof is to note that the L. H. S. of (3) is then less than twice the R. H. S. 
and so w(x) >0 for a set of vin W of measure >4D by Cauchy’s inequality; 
in particular to each x there is a y= y(x) such that »(y) >0, y(x + y) >. 
The required result now follows from (1). The author also gives a rather artificial 
result for two functions f,, fs which reduces to this when f, =, = f and which 
may be proved the same way. (IV) The author also shows that if L=L, is the 
lattice with integer co-ordinates (so D=D,= 1) and if the co-ordinates of the 
points & on the R. H. S. of (2) are required to satisfy a number of linear congruences 
(4) L,(£) = 0 (mod pf:) (p, primes, e, >0) then the inequality (2) holds if the 
R.H.S. is multiplied by (// p%)-1. This would seem to be trivial since the £ satis- 
fying (4) form a lattice L, of determinant D, <I/ p% and (2) can be applied toL,. 
J. W.S. Cassels. 

Gel’fond, A. 0. und Ju. V. Linnik: Über die Methode von Thue und das 
Problem der Effektivisation in quadratischen Körpern. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.sS. 61, 773—776 (1948) [Russisch]. 

Die Ungleichung in den Thue-Siegelschen Untersuchungen über die Approxi- 
mation einer algebraischen Zahl »-ter Ordnung durch algebraische Zahlen s-ter 
Ordnung kann i. a. nicht „effektiv“ gemacht werden, d.h. es ist nicht möglich, die 
äußerste Grenze für die darin auftretende Konstante zu bestimmen. Das höchste, 
was zur Zeit in dieser Hinsicht erreichbar ist, wird in der vorliegenden Note von 
dem ersten Verf. angegeben und angewandt auf die Bestimmung der unteren Grenze _ 
der Linearform un + In +: +2,Ina, 3. WE 5 0; 5. oh nalen 
braische Zahlen sind und x,,%,, . . .,%, nur ganzrationale Werte annehmen. Weiter 
wird von dem zweiten Verf. aus einer von Deuring (dies. Zbl. 17, 68) stammenden, 
hier verallgemeinerten Gleichung eine Ungleichung für imaginäre quadratische 
Zahlkörper abgeleitet und gezeigt, daß ihre „‚Effektivisation‘‘ mit der genauen Be- 
stimmung der Grenze für die Diskriminante eines möglichen einklassigen imaginären 
quadratischen Zahlkörpers gleichwertig sein würde. Heinrich Brandt. 


Analysis. 


Allgemeines: 


‚Kurepa, Georges: Sur la döfinition et Pordination de P’ensemble des nombres 
eomplexes. Publ. Inst. math., Acad. Serbe Sei., Belgrade 3, 89—99 (1950). 
Verf. führt die Menge der komplexen Zahlen K als Menge aller eindeutigen 
Transformationen (Tfn) der Paarmenge {0,1} in den Bereich der reellen Zahlen ein 
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und erklärt in naheliegender Weise Ordnung, Addition und Multiplikation für solche 
Tfn. Z. B. entsprechen den Tin {0,13 {0,1}, (0,1 {2,0} und {0, 1} 
{2 (0), z(1)} die komplexen Zahlen 0 +, &+3:-0, 2=z2(0)-Hiz(1). Es werden die 
bekannten Rechen- und Anordnungsgesetze bewiesen und in üblicher Weise obere 
Grenze, Konvergenz und Umgebung in K erklärt. rert H. Müller. 

e Kowalewski, Gerhard: Zur Analysis des Endlichen und des Unendlichen. 
München, R. Oldenbourg Verlag 1950. 2748. mit 24 Abb.; broschiert DM 14,80. 

This book is a course of algebra, differentiation and integration for students in Engineering. 
It is devided into three chapters, the first „Zur Analysis des Endlichen“ with topies of algebra, 
the second and third „Zur Analysis des Unendlichen“ with topies of caleulus respectively for 
functions of one und two variables. Chapter I begins with Bagrangia’s interpolation formula, 
then transformed into Newton’s formula, by introduction of the technique of differences. This 
technique is further utilized for the formula for the area of a triangle and for the theory of deter- 
minants (including Kramer’s formulas) whose organisation is without the custamary aid of 
eombinatorial analysis. From the theory of determinants the reader is led to the concept of 
product of matrices, rank of a matrix, and to theorems on homogeneous algebraic linear equations. 
From here the concept of couple of correlative orthogonal matrices follows naturally and the 
corresponding theory, given together with its geometric interpretation, includes the use of 
homogeneous coordinates in the plane and space and some elements of projective geometry 
(duality, projectivity, collineation). — Chapter II first deals with the concept of derivative 
for a function of one variable and the rules of derivation. The problem of the quadrature of 
a segment of hyperbola as an application of Archimede’s process, leads to the introduction of 
the number e and the further introduction of exponential and hyperbolic functions. A section 
is devoted to general properties of continuous functions, to the mean value theorem, and appli- 


cations including a formula on the n*" derivative of interpolation polynomials. Further topics 
of chapter II are: primitive of a function, fundamental theorem of Calculus, integration by 
parts, Taylor’s formula with the remainder in integral form, error in theinterpolation process, me- 
chanical quadratures including Newton’s and Gauss’ methods and their errors, length, area, center 
of gravity, series, analytie functions (the author, however, has been using series freely throughout 
the chapter). — Chapter III includes the following topies: partial derivatives, maxima and 
minima of functions of more variables, implieit functions, double integrals, Gauss’ integral 

formula. — The book, which includes a great number of topics, shows some novelties in the 
organisation of the material presented in a readable form. The concepts follow naturally, most 
 statements are given unconspicuously in the text, through some basic concepts, e. g. length, area, 


limit are inadequately introduced, especially the concept of limit at the first page of chapter II. 
Lamberto Cesari. 


e Lowry, H. Y. and -H. A. Hayden: Advaneed mathematies for technical 
students. — Part II. London, New York and Toronto: Longmans, Green and Co., 
74451950. +IX, 422.p:, 188. 


z Das Bueh ist ein Lehrbuch für höhere Mathematik für Studenten technischer 2 ; 


"Fachrichtungen. Der vorliegende zweite Teil mit 14 Kapiteln bringt im wesent- 
lichen Differentialgleichungen, Differenzengleichungen, Determinanten, Matrizen, 
lineare Gleichungssysteme, Vektorrechnung, sphärische Trigonometrie, Differentation 
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und Differentialreehnung, wobei auch das Differenzieren von Vektoren mitgenommen 
ist. Der letzte Abschnitt des kleinen aber inhaltsreichen Buches ist der anschauli- 
chen Deutung komplexer Zahlen als Gaußsche Vektoren gewidmet. 

Evert Johannes N yström. 


Mengenlehre: 


Borger, Alfons: Development of the notion of set and of the axioms for sets. 
Synthese 7, 374—390 (1948/49). 

Watanabe, Hideaki: Sur une s6paration des ensembles analytiques plans par 
une eourbe mesurable (B). Proc. Japan Acad. 26, Nr. 7, 17—20 (1950). 

En generalisant un th. de Lusin (cf. N. Lusin, Legons sur les ensembles 
analytiques et leurs applications, Paris 1930, en partieulier p. 234), !A. prouve 
le th. de separation que voieci: soient M, N, deux ensembles analytiques plans dont 
les premieres projeetions coineident; si N C öM, il existe un ensemble plan mesu- 
rable (B), soit W, telque MC6ö’W, NCÖM et que, quel que soit le nombre 
reel x, ’ensemble W (x) (des points de W dont l’abseisse est x) se compose d’un seul 
point. Notations: pour un ensemble plan E, öE (resp. 6’E) designe l’ensemble 
constitu& des points sup #(x) [resp. inf. K(x)] aussi bien que des points du plan 
situes au-dessus (au-dessous) du point sup (x) [resp. inf. #E(x)]. Georg Kurepa. 

Cuestä, N.: Ergänzung zum Artikel „Ordnung der positiven Nullfolgen“. Rev. 
mat. Hisp.-Amer., IV.S. 10, 157—159 (1950) [Spanisch]. 

Aus Sätzen seiner „Dezimaltheorie der Ordnungstypen‘“ (dies. Zbl. 33, 253) er- 
schließt Verf. folgendes: 1. Jede teilweise Ordnung von x, Elementen ist isomorph 
einem System von Kurven C: y=f(x), 2>0, mit f(x2)—0 für 2£—-+o, 
mit der Ordnung: C, <(, dann und nur dann, wenn esein E=£((0,,C,) gibt 
mit f(@) < f(x) für 2 >E. — 2. Unter der Voraussetzung der Richtigkeit der 
Kontinuumshypothese hat das System der vollständig linear geordneten Teilsysteme 
im System aller Nullfolgen positiver reeller Zahlen den Ordnungstypus @,, (1) des 
Systems aller 0,1-Folgen transfiniter Längen < o;- Georg Aumann. 

Sikorski, R.: On an unsolved problem from the theory of boolean algebras. 
Cellog. math. 2, 27—29 (1949). | 

Es sei X eine Grundmenge von einer Mächtigkeit, die kleiner als die erste im 
‚weiteren (bzw. engeren) Sinne unerreichbare Kardinalzahl ist [s. diese Begriffe: 
Tarski, Fundam. Math. 30, 68—89 (1938); dies. Zbl. 18, 347]. Es sei ferner 
&(&) der Boolesche Vollverband aller Teilmengen von X und 9 ein Hauptideal, 
d.h. das System aller Teilmengen einer Menge X C &. Dann ist der Quotienten- 
Boolesche Verband &(&) | ein Vollverband. Nach Verf. bleibt noch die Frage 
offen, ob die Hauptideale die einzigen o-Ideale $% sind, für welche &(X) |® ein 
Vollverband ist. Verf. zeigt: Es sei \$ ein Ideal, daß alle einpunktigen Mengen ent- 
hält. Es sei ferner die Mächtigkeit m($) von $ die kleinste Kardinalzahl m mit der 

Eigenschaft: Es existiert ein Untersystem x, C &(X) von der Mächtigkeit m, 
so daß © aus allen Teilmengen von Mengen, die zu x, gehören, besteht. Dann ist. 
&(&)|® kein Vollverband, wenn ein System x, mit der Mächtigkeit m existiert, 
dessen Elemente paarweise fremde Mengen sind und nicht zu $ gehören. 
Demetrios A. Kappos. 

Sikorski, Roman: On algebraie extensions of ordered fields. Ann. Soc. Polo- 
naise Math. 22, 173—184 (1950). | 
„Es sei A ein angeordneter Körper und w, sein Charakter (s. Sikorski, dies. 

' Zbl. 39, 276). Verf. betrachtet die kleinste reell-abgeschlossene bzw. algebraisch- 
abgeschlossene Körpererweiterung N(A) bzw. W(A) von A und zeigt, daß der an-. 
geordnete Körper St(A) den gleichen Charakter _, besitzt, ferner daß die Körper 
RA) und A(A) die Eigenschaft (BW,) haben, falls A dieselbe Eigenschaft besitzt. 
Hier bedeutet (BW,„), daß sich aus jeder beschränkten w,-Folge (s. die. zitierte 
Arbeit) eine konvergente w„-Unterfolge auswählen läßt. Ladislaus Fuchs. - 2 
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Terasaka, Hidetaka: Solution of a problem of M.F. Leja. Ann. Soc. Polo- 
naise Math. 23, 201—204 (1950). 

Leja, F.: Remarque sur la note pr&c6dente. Ann. Soc. Polonaise Math. 23 
204—205 (1950). 

Es sei E eine beschränkte, abgeschlossene Punktmenge im dreidimensionalen 
Raum, mit |p,?,| bezeichne man die Entfernung der Punkte P1; ?,, und man be- 


9 


trachte für jede natürliche Zahl n ein System von Punkten DE (DEE 
die so beschaffen sind, daß die Summe = 1/p® p| ihren kleinstmöglichen 
1si<ksn 


Wert annimmt. Terasaka gibt auf das Problem von Leja [Ann. Soc. Polonaise 


Math. 19, 252 (1946)], ob die Funktionenfolge g,(u) — e > 1/\up®| in jedem 
ı 


Nk= 
nicht zu E gehörenden Punkt u konvergiert, eine negative Antwort. Leja bemerkt, 
daß die von Terasaka konstruierte Menge den transfiniten Durchmesser 0 hat und 
daß das Problem für Mengen E mit positivem transfinitem Durchmesser offen bleibt. 


Akos Osdszdr. 
Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


e Beth, H. J. E: Einführung in die Differential- und Integralreehnung. 
5. Aufl. Groningen-Djakarta: P. Noordhoff, N.V. 1950. 430 blz. f 13.50, geb. 
f 16.00 [Holländisch]. 

e Ülyne, P.: Progressive Mathematies. With a foreword by J. H. Hassall. 
London: Chapman & Hall Ltd. 1950. XII, 270 p. 15.—s. 

Ein Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, das insofern ‚progressiv‘ ist, als 
es eine große Anzahl unrichtiger Sätze ohne Beweise oder mit falschen Beweisen enthält. — 
Beispiele: 1. Beweis des Satzes, daß man eine konvergente Potenzreihe gliedweise differen- 


2 R z a: cr 
zieren darf: ‚Since the given series is convergent, for some value of n onwards 2 he 
An-ı L— > 
@ £ L R 2 EB A n nk 
—: x or k,say,is <1. Butin the derived series, en kb Now 
m — a» 1)a, 8 A n—1 


when n—1>nk ie, n> == . Hence after this value of n, the ratio of each term of the 
derived series to the preceding termis <1 by afinite quantity the derived series is convergent‘* 
[S. 73]. — 2. „... a curve, which, no matter how irregular in shape, repeats itself periodically, 
can be expressed in theform: y= A, + A, ec0sx + A,cos2x ++ B,sinz+ B,sin2x= +“ 
[S- 176]. Äkos Osäszar. 
Lauwerier, H. A.: Normalgebiete. Simon Stevin, wis. natuurk. Tijdschr. 26, 


98—31 (1948) [Holländisch]. 


Die kleine Note hat offenbar didaktischen Charakter und befaßt sich mit der = 


präzisen Definition der Normalgebiete, wie sie etwa bei gewissen Fragen des Rie- 
mannschen Doppelintegrals auftreten. Als Normalgebiet bezüglich der x-Achse wird 
eine offene Menge erklärt, die in ein achsenparalleles Rechteck a <r <b, e<y<d 
eingeschlossen werden kann, derart daß jede Gerade x = x, a < x, < b wenigstens 


einen Punkt der Menge enthält und ihre Begrenzung in genau zwei Punkten trifft 2 


(als Normalgebiet schlechthin eine Menge, die ‘bezüglich der x- und der y-Achse 
Normalgebiet ist). Die Darstellbarkeit der Begrenzung vermöge zweier auf a <x <b 
stetiger Funktionen, der Gebietscharakter der Menge und die Existenz ihres Jor- 


dan-Inhaltes — Dinge, die wohl der Kürze halber gelegentlich mit in die Definition 
aufgenommen werden — ergeben sich dann von selbst mit ganz einfachen Schlüssen. 


Hans Pietsch. 


e Jessen, Borge: Abstrakte Maß- und Integraltheorie. Sonderdruck einer L se 


Artikelserie aus Matematisk Tidsskrift B. Herausgegeben von der Mathematischen 5 
Vereinigung in Kopenhagen. Kopenhagen, Ch. Johansens Buchdruckerei. 1947. 
108 8. [Dänisch]. r ; 

| Jessen, Berge: Abstrakte Maß- und Integraltheorie. 8-10. Mat. Tidsskr. B- 
(1947, 1—31 (1947) [Dänisch]. m Ems BR, 
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Die Teile 1-——-7 sind erschienen:in Mat. Tidsskr. B 1934, 72—84, 1935, 60—74, 
1938, 13—26, 1939, 7—21, 1942, 43—53, 1944, 28—36, alle 10 Teile zusammen 
als durchlaufend paginierter Sonderdruck in Buchform. Art und Zielsetzung dieser 
Schrift sind schon in den Besprechungen der Teile 1—4 (dies. Zbl. 10, 200, 12, 252, 
18, 349, 21, 114) gekennzeichnet. Teil 5 ist der Lebesgueschen Theorie in Euklidi- 
schen Räumen gewidmet, Teil 6 der analogen Theorie in Räumen von unendlich 
vielen Dimensionen, in Teil 7 wird kurz das bestimmte Integral komplexer Funk- 
tionen behandelt. Teil 8 bringt die Theorie der Orthonormalsysteme. Den Schluß 
bilden wieder zwei kurze Teile 9 und 10, der eine über einen der Ergodensätze, 
der andere über die maß- und integraltheoretische Grundlegung der Wahrschein- 
liehkeitsrechnung und eines der Gesetze der großen Zahlen. Hans Pietsch. 

Simonsen, W.: Über die Transformation von Integralen reeller Funktionen im 
abstrakten Raum. Mat. Tidsskr. B, Kobenhavn 1947, 55—61 (1947) [Dänisch]. 

Verf. ergänzt die Darstellung der Maß- und Integraltheorie von Jessen (vgl. 
das vorangehende Referat), dessen Begriffe und Bezeichnungen er benutzt, durch die 
Ableitung der Transformationsformel für Integrale bei der Einführung einer neuen 
- Veränderlichen. Auf zwei o-Körpern € und %, die je eine umfassendste Menge E 
: bzw. F enthalten, seien Maße u bzw. » mit »(F) < + oo definiert und es sei 

h eine eindeutige, aber nicht notwendig umkehrbar eindeutige Abbildung von E 
. aufF. Ferner bedeute 5* das System der Mengen Be %, deren Urbild A = h1(B) 
zu & gehört, &* den o-Körper aller dieser Urbilder, «* die Verengerung von u auf 
C* und »* die auf €* durch »*(A)=»(h(A)) erklärte Maßfunktion. Unter der 
' Voraussetzung %* = % ergibt sich: eine auf BE? erklärte reelle Funktion g ist 
dann und nur dann »-meßbar, wenn die auf A = h-1(B) durch f(x) = g(h(x)) ge- 


gebene mittelbare Funktion f dort „*-meßbar ist, und es gilt i gdv = f fdyF, 
B A 


‚wobei diese Integrale gleichzeitig existieren. Wird weiter vorausgesetzt, daß h jede 
 «*-Nullmenge auf eine »-Nullmenge abbildet, so folgt aus dem Satz über die Dar- 
 stellbarkeit einer u*-stetigen volladditiven ee als unbestimmtes Inte- 


gral die Maßtransformationsformel »(h( = Sylt Se Adu* = a. Adu mit. 


iner gewissen auf E erklärten Funktion A und hieraus a de Integral- 
a etorms J gdv = J 1a: — Zum Schluß ar Verf. den Spezial- 


a Dt a a 


daß h eine lee Funktion ist. : - Klaus Krickeberg. 


Picone, Mauro: Teoria elementare della misura delle Sente Periodico Mat,, 2 
V. 8. 25, 181—195 (1947). 24 
In den elementaren Darstellungen der Tehte vom Flächeninhalt ER Voren 
rrscht große Uneinheitlichkeit, je nachdem, ob z. B. ebene oder räumliche, gerad- 
der krummlinig begrenzte Figuren zur Erörterung stehen. Um dem abzuhelfen, 
erf. eine vereinfachte, auf die Bedürfnisse der Elementargeometrie zuge- 
nittene Darstellung der Lehre vom Peano- -Jordanschen Inhalt vor, die auf 5 Vor- 
sstunden bemessen ist und aus der Analysis lediglich. den Begriff der oberen RS 
unteren Grenze benötigt. Der Aufbau folgt zunächst den übli chen Bahn 2 
daß mit zweckmäßig spezialisierten achsenparallelen Überdeckungen g: te 
. Die Befreiung von den Achsenrichtungen erfolgt erst zum Br 
ung des ersichtlich invarianten Simplexinhalts. Der 
'ationen zu "erbringen hweis, daß ‚eine b [0 
ıßere Volumen. N 
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zung des äußeren Inhalts der Vereinigungsmenge durch die Summe der äußeren 
Inhalte der Einzelmengen). Man kann dann eine beschränkte Punktmenge auf 
einer Ebene (die zu keiner Koordinatenachse parallel sei) in ein Spurdreieck ein- 
schließen, das von drei passend gewählten Parallelebenen der Koordinatenebenen 
‚auf der Trägerebene ausgeschnitten wird. Dieses Dreieck liegt „diagonal“ in einem 
achsenparallelen Quader der Kantenlängen a, b,c. Von einer Teilung der Seiten in 
n gleiche Teile ausgehend, gelangt man zu einer Unterteilung in n? kongruente 
Teildreiecke, deren jedes entsprechend in einem Quader der lansen a/n, 
b/n, c/n liegt. Hans Pietsch. 


Mickle, Earl J.: Some examples in surface area theory. Riv. Mat. Univ. Parma 
1, 197—206 (1950). 

I. There exists a Frechet surface S of finite Lebesgue area having no re- 
presentation T: = x(u,v), i=1,2,3, (w,v)EQ, [Q unit square], with z’(u, v) 
functions of bounded variation in the sense of Tonelli. This example is important 
because it proves the necessity of dropping such a condition in the representation 
theorems recently proved for all surfaces of finite Lebesgue area (L. Cesari, 
dies. Zbl. 36, 32). II. Given a representation 7 of a surface S, for each interior 
point w = (u, v)€Q let us consider the two points w = (u + h,v), w’ = (u,v-+h) 
and the area x of the triangle inscribed in S of vertices T(w), T(w’), T(w’”). Let 
A(u,v;h) = a/h?, I(h) = = [Ja (u, 0; h) dudv, A,(T) = lim I(h), A*(T) = lim I(h) 


as A—(0. The en A,(T), A*(T) have a remarkable importance in the 
study of Geöcze’s problem. The author proves that there exists a surface S of zero 
Lebesgue area and a representation 7 of S such that A*H(T)= +. IIELL.C. 
- Young (this Zbl. 31, 291) proposed a definition of „area“ A,(T) for any conti- 
nuous mapping T as the two-dimensional Hausdorff measure of the set 7(Q) 
where each point x = (xl, x?,2?) of T(Q) has a multiplieity equal to the number 
of components continua of the inverse set 7-1(x) CQ. The-author proves that such 
an „area“ is not monotone, that is, there exists a mapping T defined onQ such that 
if we call 7’ the submapping defined by T on a subrectangle RCQ, wehaye 

A,(T') >A,(T) instead od A „(T) <A (N): Lamberto Cesari. 


B: Ceeconi, Jaures:  Proprietä integrali delle trasformazioni piane. Riv. Mat. 
* Univ. Parma 1, 439—447 (1950). Er 
Any real a -valued continuous function fa), xeI= (a, b), represents a 
 mapping | (2) of the interval I into the y-axis. IE ECI is any subset of I, 
= denotes the image of E, i.e. the set of all ysuch that y= f(x) for at least - 
one ® €E. S.Saks [Fundam. wert 8, 20295 en has Be hs Following 


ee (a) | 6) — f(a)| == Fi IA e)| da + nt r where f(x) is continuous i 


), A(®) is the lower. ER of f&), m(I) = Sup If f(p )| for all perfect St; 

£ with Bel — 2. The author extends the previous er to plane continu 

ings T:- 23 y- y(u, v), (u, v)EeQ = a ur Let T be any S 
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40, 20]. Various results of T. Rado (this Zbl. 29, 170) and of the rev. [Atti Accad. 


Italia, Mem. Cl. Sei. fis. mat. natur. 13, 1333—1481 (1943)] are utilized. 
Lamberto Cesart. 


Jeffery, R. L.: Limit points of Riemann sums. Trans. R. Soc. Canada, Sect. 
III, III. S. 44, 43—49 (1950). 

Verf. sucht den unvollkommenen Beweis einer älteren Arbeit (dies. Zbl. 36, 316) 
durch einen richtigen zu ersetzen. Wegen der unklaren Schreibweise und undurch- 
sichtigen Notation konnte Ref. leider nicht nachprüfen, ob ihm das gelungen ist. 

Akos C'säszdr. 

Fubini, Guido: Il teorema di riduzione per gli integrali doppi. Univ. Politee. 
Torino, Rend. Sem. mat. 9, 125—133 (1950). 

Vortrag, in dem Verf. darstellt, wie er zu seinem bekannten Satz über Doppel- 
integrale gekommen ist. Gustav Lochs. 

Kronrod, A. $.: Über Funktionen von zwei Veränderlichen. Uspechi mat. 
Nauk 5, Nr.1 (35), 24—134 (1950) [Russisch ]. 

L’A. etudie les fonctions continues & valeurs reelles dont le domaine de definition J est 
un carre ferme ou une sphere (& deux dimensions). L’etude „geometrique‘ de ces fonctions ne 
fait pas intervenir de coordonnees sur J. — On considere les „‚ensembles de niveau“ E, d’une 
foncetion f (ensembles des x€J ou f(x) =t) et les composantes connexes de ces ensembles 
de niveau. L’espace topologique quotient de .J par la relation d’equivalence R, qui associe deux 
points lorsqu’ils sont dans la m&me composante connexe d’un m&öme ensemble de niveau sera dit 
'Varbre (unidimensionel) de la fonction f (ou encore espace des composantes de f) et note T',. 
L’application canonique de J sur 7, sera notee r,; f est la composee d’une fonction reelle continue 
Y, definie sur T,et de l’application r,. Les proprietes de cette fonction , seront dites proprietes 
lineaires (unidimensionnelles) de la fonction f. — La relation R, n’est pas ouverte en general, 
mais la reunion des classes d’equivalence contenues dans un ouvert V de J est un ensemble 
ouvert (demonstration valable pour tout compact metrique). Il en resulte que 7’, est separe, 
compact, connexe et localement connexe (par arc), et verifie les axiomes de denombrabilite. 
Comme deux points de J separes par un ensemble ferme sont separes par une composante connexe 
de cet ensemble, on demontre que deux points £etn de 7, sont relies par un arc simple et 
un seul, dont chaque point les separe: 7‘, est un „arbre‘. Les domaines en lesquels une compo- 
sante K separe J correspondent aux domaines en lesquels z(K) separe 7',. Les composantes X 
separant J en deux regions sont dites regulieres; I’A. les classe en 25 types. Les composantes 
separant J en plus de deux regions sont denombrables. 7’, peut &tre decrit comme la r&union 
d’une famille denombrable d’arcs simples, se coupant deux ä deux en un point au plus (points 
de ramification), et d’une famille de points extremites (ne separant pas 7',). — Ainsi apparait 
la possibilite d’etudier comme proprietes „unidimensionelles“ de la fonetion f les proprietes des 
fonctions reelles definies sur un segment de droite qui restent invariantes lorsqu’on soumet ce 
> segment & un homeomorphisme. — Si !’on fixe’un point & de 7,, on peut definir une relation 
R d’ordre sur chaque composante connexe du compl&mentaire de &en posant n< £ sietseulement 

si Parc joignant £& & contient n. Chaque arc de 7’, se trouve ainsi oriente (ou decoupe en deux 
‚arcs d’orientations opposees). On peut alors definir les fonetions 9 (resp. f) qui sont croissantes, 
decroissantes en un point regulier (resp. sur une composante röguliöre), monotones croissantes, 
. ete.... Les fonctions monotones possedent une caracterisation ind&pendante de la composante 
. qui determine l’ordre: une fonction f est monotone croissante sj et seulement si l’ensemble des 
points x € J oü f(x) < t est connexe pour tout t. — La variation totale (resp. positive, negative) 
d’une fonction reelle definie sur un segment est invariante par rapport aux homeomorphismes _ 
du segment (resp. homeomorphismes conservant l’orientation). D’oü la definition des variations 
lineaires d’une fonction f entre deux points de J, et des variations lindaires sur J (une fois 
fixe un de ses points s’il s’agit de variations positives ou negatives). L’A. donne une definition 
.  directe des variations sur .J qui 6vite la sommation sur les arcs dont se compose l’arbre T,.—Comme 
'  Invariant topologique de la fonction f, on obtient la variation lineaire totale sur.J. De plus, si 
2 J est un carre, on obtient la variation totale frontiere VF(f) (prise sur le sous-continu de u 
_ image de la fronti&re de J) qui est gale & la moitie de la variation totale de la restrietion de hi 
 & la frontiöre de J, et les variations lineaires interieures positive: Vf(f), et negative: V- se 
 .(On-prend la variation sur le complementaire de l’image de la frontiere de J, et on oriente par 
 rapport & un point queleonque de cette frontiöre.) — L’A. indique en appendice (sans dömonstra- 
tion) que si une fonctionnelle V(f), definie sur l’ensemble des fonctions continues sur J, possede 
proprietes suivantes: 1. V(f) > 0; 2. V(f) est semi-continue superieurement par rapportä 
convergence uniforme de f; 3. V(f) est invariante par rapport aux homeomorphismes de - 
& 4. si.J est la röunion des adherences de deux domaines J, et J,, etsi f} et /ssont respectivement, 
 eonstants sur J) eb. J,, Vf + /) = Vf) + V(f2), alors Vf) est delaforme aVF(f) +BVz(+ 
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abhängigen Veränderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. S. 57, 423—426 (1947) = 


5 - - i 5 . tn Ö 7 it- 
besitze stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung r > 2. An der Stelle A möge 1(&, y) mit; | 
samt den arsellen Ableitungen bis zur Ordnung n— 1 verschwinden, während zul adSseour | 
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e Vz(f) (a, d, ce constants). — Toute l’etude resumee ici est valable pour les fonctions definies 
sur un cube ou une sphere ä n dimensions. Il semble que l’expos6 de l’A. pourrait etre simplifis 
en raisonnant moins dans le domaine ‚J, et davantage sur l’arbre T,. — Dans le cas ol f verifie 
des conditions de differentiabilite, l’A. &tudie les propristes correspondantes des composantes. — 
Apres la variation lineaire, I’A. introduit la variation plane d’une fonction de deux variables. 
Cette nouvelle definition presente, par rapport ä celle de Tonelli, l’avantage d’une definition 
geometrique directe, invariante par rapport aux transformations isome6triques de J et s’etendant 
aux surfaces. — Designant par Z, l’ensemble de niveau 2 de la fonction f et par v(‚$) la mesure 
lineaire (au sens de Hausdorff) de l’ensemble 8, la variation plane de f est definie par Wine 

+00 

;; v(E,)dt. Plus generalement, si M est un ensemble borelien de .J, la variation plane de /sur M 
I +00 
sera ’‚W(}, My = f v(E,N M)dt. Les integrales sont prises aux sens de Lebesgue; v(ZH,) est 

—00 

mesurable. Si W(f) <-+ ©, v(Z;, MM) est mesurable et W(f, M) est complötement additive 
sur la classe des ensembles boreliens de J. — On obtient comme suit une definition equivalente 
de W(f): dans le cas oü J est un carre, introduisons des coordonnees spatiales rectangulaires 
x, y,t(J etant dans le plan des x, %), et designons par f(M) le. graphe de la fonetion t = f(x, y) 
sur la partie M de J. Soit alors R, une suite de plans orthogonaux & J et M,„ une suite d’ensemble 
boreliens disjoints de J. Km designant la projection orthogonale sur R, et u la mesure plane de 
Lebesgue, on a: W(f) = sup Vu (a, (M „))), la borne superieure &tant prise sur toutes les 


N 
suites possibles de R, et de M,„. Definitions analogues si J est une sphere. — W(f) est une fonc- 
tionnelle semi-continue superieurement par rapport & la convergence uniforme des fonctions f. 
Cette propriete n’est plus vraie pour W (f, M). D’autre part, W(f) est semi-additive: W(f+g)< 
W(f) + W(g). L’A. signale en appendice une definition descriptive de la variation plane, obtenue 
par E.V. Glivenko. — Une fonction f & variation plane bornee est aussi & variation bornee 
au sens de Tonelli. Sila fonction fest, de plus, absolument continue [W (f, M) fonction absolument 
continue de M], sa variation plane sur .J est egale & l’integrale (de Lebesgue) du module de son 
gradient asymptotique. Reciproquement, si f possede en tout point de J une differentielle 
totale finie et si |gradf| est sommable, alors f est absolument continue et en particulier 


W(f)= f |grad f| da. — Si une fonction continue f a ses variations lineaire et plane toutes 
J _ 

deux bornees, alors elle possede presque partout une differentielle totale finie. — Dans son der- 

nier chapitre, ’A. introduit de nouvelles notions-d’integrale et de derivee des fonctions de- 


finies sur une sphere J. — On definit l’integrale entre deux points &, & de J d’une fonction 1: 
supposee sommable sur tout are rectifiable de J. Dans le cas ou fest continüment differentiable, 


la definition generale se reduit & la suivante: on considere J f(x (s))ds, Yintegrale etant prise 


par rapport & la longueur s d’un are rectifiable Z, joignant & &£. Si, sur une famille d’arcs L,, 
f [f(x (s))| d&s tend ve:s sa borne inferieure, alors [ f(x(s))ds tend vers une limite determine 

(Zn) A i (En) : 

notee Hi f@&) dx. — La derivee d’une fonction continue F sur J, se definit une fois choisi un 


point & de J. La derivee f de F n’est definie qu’aux points x otı F possede une differentielle 
totale. Elle est alors egale & |grad F| (resp. —|grad F|) si x est sur une composante reguliere 
ou F est croissante (resp. decroissante), et ä& zero dans tous les autres cas. & est die primitive 
de f. — Le resultat principal est que: dans la classe des fonctions deux fois differentiables, la 
primitive F est univoquement determinge (& une constante additive pr&s) par sa derivee f par 


G x 

rapport 8 &,etona: F()=F(&)+ f f(n)dn. — Pour de telles fonctions F, la variation line- 
5 Zr, FR 
aire totale (resp. positive, negative) de & & £ s’exprime par l’integrale du module Y de la En 
derivee (resp. de ft, de f). — Enfin si f est une fonction continue et F (JEF(e)+ £ In)dn, : 


F(£) possede une differentielle totale presque partout et sa derivee par rapport ar = ea A 
f presque partout. Michel Lazard. 


AreSev, M. S8.: Über einige lokale Eigenschaften der Funktionen von zwei un- 


[Russisch]. 


Die reelle Funktion f(x, y) sei in einer Umgebung von A(zc=a,y=b) stetig erklärt und 


Ex 
ri Fr 
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eine partielle Ableitung n-ter Ordnung, + OD ist 2 <n<r). Es handelt sich darum, die Null- 
stellenmenge von f(x, y)in der Nähe von A zu untersuchen (mit Anwendungen auf das Extremum- 
problem für den Fall, daß die Determinante der 2. Ableitungen in A verschwindet). — Als ver- 
allgemeinerte Kurve bezeichnet Verf. jede Punktmenge z(w), y(u), wo x und % beliebige reelle 
Funktionen auf einem u-Bereich sind, von dem nur verlangt wird, daß er sich gegen u = 0 
häuft (aber nicht, daß er u = 0 enthält). Gehört A zur abgeschlossenen Hülle dieser Punkt- 
menge, so sagt Verf., die verallgemeinerte Kurve gehe durch A. Eine solche Kurve heißt „Wur- 
zel“ der Gl. f(x, y) = 0, wenn sie in der Nullstellenmenge von f(x, y) enthalten ist. — Es sei 


k! 


zu ersetzen). Eine verallgemeinerte Kurve heißt zur „Umgebung“ 1. Art P,,„ = (9; b, d1,..., Om) 
gehörig, wenn sie in der Form & = p(u), y = y„ (u, A(u)) darstellbar ist, wo von /(w) nur ver- 
langt wird, daß diese Funktion auf einem u-Bereich der oben beschriebenen Art erklärt ist und 
lim A(u) = b„ gilt. (Ist A(u) stetig erklärt für |w| < 6, 6 > 0, so liegt eine stetige Kurve im 
ud 
üblichen Sinne vor.) Analog werden mit Vertauschung der Rollen von x und y Umgebungen 
2. Art P,„ erklärt. — Die Untersuchung der Nullstellenmenge wird angebahnt durch Auf- 
teilung in „Wurzeln“, die zu „Umgebungen“ vorgegebenen Typs gehören. Verf. teilt ohne Be- 
weis mehrere Sätze mit, die Ref. hier nicht genau wiedergeben kann, teils wegen der Kompli- 
ziertheit, teils weil er Druckfehler vermutet oder jedenfalls nicht die Bedeutung aller Symbole 
klar übersehen kann. Um die Richtung anzudeuten, sei noch erwähnt, daß einer dieser Sätze 
hinreichende Bedingungen dafür angibt, daß in einer vorgegebenen Umgebung genau eine 
stetige Wurzel liegt (derart, daß alle etwa sonst noch vorhandenen Wurzeln Teilmengen dieser 
» stetigen Wurzel sind), ein anderer Satz hinreichende Bedingungen dafür, daß einer gegebenen 
Umgebung keine von A ausgehende Wurzel angehört (A also in dieser Umgebung ‚‚isolierte‘“ 
Nullstelle ist). > Hans Pietsch. 


r m—\ b um 
ya) =a-+ >= Te ur, v„uv)=b+ > BLZ 7) Ze Et v (für m = 1 ist die Summe durch 0 


Pucei, Carlo: Aleuni teoremi sulle sueeessioni di funzioni di piü variabili che 
... .possiedono derivate parziali fino all’ordine r. Ann. Mat. pura appl., Bologna, III. 8. 
31, 129-141 (1950). 5 : 
L’A., partendo da un’espressione della formula di Taylor col resto sotto forma 
Integrale per funzioni di piü variabili, stabilita da Picone [Boll. Un. mat. Ital. 
16, 77—82 (1937) (questo Zbl. 16, 401) e III. S. 5, 24—-33 (1950)], dimostra aleuni 
teoremi sulle successioni di funzioni di piü variabili che possiedono derivate parziali 
fino all’ordine r. Fra l’altro egli dä il seguente interessante teorema. Sia {f,(x)} una 
2 


 successione di funzioni reali di classe r, definite in un dominio D, di misura non 
' nulla e con diametro perimetrico limitato (cf. Picone, loc. cit.) dello spazio S,,. 
Se le derivate parziali di ordine r delle funzioni f, (x) sono equicontinue in D, sussiste f 
‚almeno una delle seguenti proposizioni: I. la successione {f„(z)} ne subordina 
n’altra che & uniformemente convergente in D insieme alle successioni delle 
erivate parziali fino a quelle dell’ordine r. — II. la successione 4.(@)} ne | 
na un’altra divergente in ogni punto &C D eccettuati al iü i punti di una 
rsuperficie algebrica di ordine r di S,; tale successione subordinata risulta 1 
inche uniformemente divergente in qualsiasi dominio D’ contenuto in D e non. 
ontenente aleun punto della ipersuperficie predetta. — Illavoro termina con aleuni 
omplementi e qualche generalizzazione di risultati precedenti di Picone (loc. cit.) 
di Amerio [Ist. Lombardo Sei. Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 83 (1950). 
Be ST  Landolino Giuliano. 
ET 


Ryli-Nardzewski, Czestaw: Sur la derivee logarithı 
Ann. Univ. Mariae Curie Sklodowska, Sect. 
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@=1,...,n) soddisfano alle disuguaglianze: 


[u,(&) ug(2) wa R< nn —1)-:-(k+1) [Alan (kel,..,„n— 1). 


L’A., in questa Nota, fa vedere che quando & A(x) = B(x), il coeffieciente n(n — 1) 
-(k +1) Puö essere sostituito da una costante © che non dipende n& da n, n& 
da k. Si puö porre ( = 7,6. Landolino Giuliano. 


Biernacki, Mieezyslaw: Sur le 2 theor&me de la moyenne et sur Vinögalit6 
de Tschebycheff. Ann. Univ. Ma Curie-Sklodowska, Sect. A 4, 123—130 und 
polnische Zusammenfassg. 130 (1950). 


en gewissen Voraussetzungen ne f, g und @ gilt ein Mittelwertsatz der 


£ 
Form In (2) p(x OR TER, g(X) px) dx = Ste dx er g(z)dx mit asE<soh. Dies 
führt er folgende Verallgemeinerung Tehebyscheftschäh Ungleichung: f, = 
seien in «a<x<b integrierbar und p>0. Wenn 
b 


b 
ne) und f, (x) = [pi wall pw dt bzw. p(x) und },(x) = Formal poaı 


x 
in (a,b) nicht wachsend bzw. nicht fallend sind, so gilt: 


db b b b 
J pie) dx f px) f(x) px) de > [ px) fix) dx [ Pie) Y(R) de. 


Georg Aumann.- 


Conti, Roberto: Sul secondo teorema della media per gli integrali doppi. Rend. 2 


Sem. Mat. Univ. Padova 19, 294—302 (1950). 


Beweis folgenden Mittelwertsatzes: Sind die beiden zn Funktionen fundp an = 


von zund yim Rechteck R mit den Ecken A(a, c), B(b, c), C(b,d), D(a, d) definiert, 
ist f dort L-integrierbar, ist p monoton nz ne und ebenso in y, ist p”’ 


die obere Grenze von p inRund p<p”, so gilt die Gleichung .. pfd(x, y) = 


p F fd (2, y) für das: Innere I mindestens ‚einer geschlossenen Kor bestehend = 


m einer Teilstrecke VA von AB, einer Teilstrecke AU von AD und einem U mit V 
verbindenden stetigen Kurvenbogen, der von jeder auf AV oder AU senkrechten 
Geraden entweder in einem einzigen Punkt oder in einer einzigen Strecke geschnitten. 
wird. Der entsprechende Satz für Riemannsche Integrale von Arzelä ist nicht so 
en gültig. r 2 Far Gustav Lochs. 
4  Horväth, J.: On a Mereh of Borge Jessen. LH. Norske Si Selsk, Bord 
20, u 12, 45- 47, Nr. En ze as): Eee 7: 


E ein Mittelwort M % über ga Funktion ft 2 : I 0<% 2 ie z v- 1; 


” 


die Gestalt Lz (le [-- Je Plan: a, day -- = hat, worin orin le) eine s 


RESEE SBegeichneR [Der Pall2=1:- a von B.J essen 
FE Dr Zbl. 2 a erledigt] = eor 
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tionen mit a <f(x) SA und b<g(x) SB für veD, so gilt: 

1 1 A ee 

— Sfgdo—— IBLOE Sodo Ss7(A-a) (B-—b); 
VD V» D 


das Gleichheitszeichen steht, wenn D in zwei inhaltsgleiche Teile zerlegt ist, und 
auf diesen Teilen die Funktionen konstant sind. Beweis geschieht über endliche 
Treppenfunktionen mit inhaltsgleichen Treppen, wofür zwei Varianten gegeben 
werden. Georg Aumann. 

Fenyö, Stephan: The inversion of an algorithm. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 
19; Nr. 25, 91—94 (1947). 

Den vom Ref. (dies, Zbl. 12, 252) nur im analytischen Falle behandelten Algo- 
rithmus, der von einem Mittelwert von n Argumenten zu einem solchen von n — 1 
Argumenten führt, behandelt Verf. im Reellen. Georg Aumann. 


Allgemeine Reihenlehre: 


Candido_Gomes, MarcosE.: Beitrag zum Studium der Natur einer Reihe. Rev. 
Ci., Lima 52, Nr. 3/4, 5—8 (1950) [Portugiesisch]. 

Teghem, J.: Sur des transformations de series. Acad. Belgique, Bull. Cl. 
Sci., V.S. 36, 730—741 (1950). 

Es handelt sich um die Indexverschiebung bei zwei Summierungsverfahren, 
die neuerdings von P. Vermes (dies. Zbl. 33, 257) und W. Meyer-König [Math. 
2. 52, 257—304 (1949)] untersucht wurden: Das Verfahren P(&) = PV(x) [A(A) 
bei Vermes, 7, bei Meyer-König] ordnet der Reihe (1) uy+ a, +, falls (2) 


[6,0] oo 
D’?,(@) mit: (3) 2,&) = (1—8)" Das u, konvergiert, die Summe 
n=0V vn 
von (2) als P(x)-Summe zu (x beliebig komplex, nur #0 und =1). (1) heißt 
P-) (x)-summierbar (m = 1,2,...) zum Wert S, wenn die Reihe 0O+---+0+ 
üg+ U + ::, die aus (1) durch Vorsetzen von m verschwindenden Gliedern ent- 
steht, durch P(x) zum Wert S summierbar ist. Nach Vermes folgt aus der P(«)- 
Summierbarkeit von (4) u, + u +: diejenige von 5) 0 +u, ++, und 
ist der umgekehrte Schluß sicher dann richtig, wenn Rx >1/2 ist. Verf. zeigt 
nun: Sei (5) P(«&)-summierbar; dann ist notwendig und hinreichend für die P(x)- 
Summierbarkeit von (4), daß der Grenzwert 


s Rn 
= Sl er FO A aid» Ada, [2, (x) wie in (3), mit u, = 0] 


| existiert und endlich ist; ist diese Bedingung erfüllt, so ist g = 0. Ähnliches gilt 
für PCm(a). — Beim Verfahren //(a) = II®(&) tritt an die Stelle von p,(&) 


E TG Er, . en . 
in (2) jetzt 7,(r= (1 a)" De .) ati. (1) heißt 2/0) (x)-summierbar 


3 : ve 
(m =1,2,...) zum Wert S, wenn die Reihe w„ + u; +" I/(&)-summierbar 


zum Wert S— (ug + + u) ist. I7U®(«&) ist das Verfahren A(t) bei Vermes, 


S, beiMeyer-König. Nach Vermes folgt: Ist (1) //(x)-summierbar, so auch (4); 
‚der umgekehrte Schluß ist sicher richtig, falls |L— «| <1. Für den Fall 1-a |>1 


.\ beweist nun Verf.: Ist (4) //(x)-summierbar, so gibt es genau eine Zahl w, (die näher 
angegeben wird), so daß (1) ZI(«)-summierbar ist; ist (4) absolut //(x)-summierbar, 
B ‚#0 auch (1) (mit dem gleichen u, wie zuvor). Absolute J7 (x)-Summierbarkeit von (1) 


Ei 9 Me “ 22 
bedeutet dabei Konvergenz von N) 
=o 


Bi re 
%,(&)|. Weitere Aussagen beziehen sich auf 


“ N: SE 
‚den Fall |L—«|=1, ferner auf Im). Werner Meyer-König. 


Karamata, Jovan: Über einige Umkehrungen des Summationsverfährens 


höherer Ordnung von Cösaro. Glas Srpske Akad, Nauka CXCH, (I, 96,) 1—37 (19 


isch]. 


Be 
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En relation d’un theoreme de Hyslop [Proc. R. Soc. Edinburgh, II. S. 5, 
182—201 (1938); dies. Zbl. 19, 302] l’A. d&montre quelques resultats nouvaux. 
Citons, par exemple, les theor&mes: I. Soit s(x) une fonction A variation bornee dans 
chaque intervalle fini et supposons que pour un a >1 entier on a 


f (1—-tx)dasit)= sa 4 sd Hole), 2m, 


ö 
ou a>b(si a=b on peut pöser s’ = 0). Supposons encore que l’une des condi- 
tions suivantes est satisfaite: 
a) lim inf Min {s(&’) — s(x)}/a® >o(1),. Ee>0, Ö(x) = e x! (a-byfk, 
>00 se St+ö(z) 
b) lim inf Min {s(&) — s(z)} >o (1), e>0, d,(x) = ex! -(a-d)Ik, 
z>o0 se st+ö,(e) 


Alors on a 
(a +1) (a +2).--(a+%) 


n! 


s(x) m Lest, 


II. Soit k un nombre entier >1,x reel et ae ß <1, {n,}% une suite de’ 
nombres croissants vers l’infini, &, >0 et s, ZEN u,, les nombres u, satisfaisant. 


v=1 


& la condition u„=O(n®) pour m, sn snm,+teon, n,—oo. Alors de 
= (1 — v/2)® u, = 0 («+ RAM), 200, pour m» Se Snm,H+ :,n® il suit que 


on m corpon mann tg. Nicola Obrechkoff. 
Karamata, J.: Quelques th&or&mes inverses relatifs aux proc6d6s de sommabi- 
lit6 de Cesäro et Riesz. Publ. Inst. math., Acad. Serbe Sci., Belgrade 3, 53—71 (1950). 
Ist die Funktion s(t) [t > 0, s(f) von beschränkter Schwankung in jedem end- 
lichen Intervall, s(0) = 0] C,-limitierbar (k=1,2,...) für >00, und Z- B-A1).r 2 
lim inf Min (s(x‘) — (2) > o(l) für e> ee 0, wo Mn fr = sr <setdie) 
c>0%0 - En: 
zu nehmen und d(x) =ex ist, so ist s(l) een Was kann man folgern, & 
_ wenn die Intervalle (2, + ex) in (1) durch solche von kleinerer Größenordnung z oa 
_ ersetzt werden? — er . dieser Hinsicht zeigt Verf. z. B.: (I) Aus 9,(x) = 


£ (1 1a)* dsl) > — 38. für z>o0o. und d=%K0k+1) mit 9>0 E£olgt” Er 
a — o(a®), falls (1) erfüllt ist mit d(x) = ex1”®. Dabei läßt sich die Behaup- ns 
tung über die Größenordnung von s(x) nicht allgemein verschärfen. — (I) ist nur 
ein Spezialfall des folgenden Hauptsatzes: (II) Aus (2) 9,2) = = se +8 2 +0 0(® "E 33 
für 2 > oo mit a >b(oder a = b und s’=0) folgt s(x) m (kl)! s x@ „I @ (a 3 »), 2 
en eine der drei folgenden Bedingungen (a) bis (c) erfüllt ist: (a) Bediadae a). 

- mit (s(x’) — - s(a))/e" anstatt (s(x’) — s(x)) und d(x)=ex*, «=1-—(a—b) )/kz- 

(b) Bedingung (1) mit d(a2) = e De (a — b)/k; (e) s(«) differenzierbar“ 
ii 3’ (2) >O(&), y=a+(a— b)/k. Verf. weist nach, daß (b) aus (e), (a) a 
; (b) Jolst,) und daß es genügt, in Fall Pr = 0 zu GR in en die danr 


a resultierende Beziehung | fr E ste + ti ih = 1) di. dl, = o(at+9) 
Br . 

> 0 mit d: — em den wesentlichen Dienst leistet. Handelt es ‚sich | be 
En en so ist, statt. (e). 


Un um die Funktion. sa) = 


322 


Voraussetzungen nur für die Werte x einer Folge von Intervallen gefordert werden, 
wobei dann entsprechend weniger behauptet wird. Beispiel: Sei 0<esz, 
b<a, 0 <z_,<m, >00 (n>oo), ferner o,(2)= 0o(x8) bei n — oo für die 
in, Se<x;+82% gelegenen x; dann ist s(z,) = o(x%) bei n — 00, wenn 
lim sup Max |s(x) — s(x,)|/x4 > 0 strebt für e > 0, wobei Max für x, sSse<x,+ 


N— 00 
ex% „zu nehmen ist. Auf diese Weise kommt man zu Verallgemeinerungen der 


Lückenumkehrsätze und auch derjenigen Sätze, bei denen Lücken- und Größen- 
ordnungsbedingungen kombiniert sind [vgl. Arbeiten des Ref. und von H. D. Kloo- 
sterman (dies. Zbl. 21, 220; 22, 327)]. Werner Meyer-König. 
Rajagopal, €. T.: On a generalization of Tauber’s theorem. Comment. math. 
Helvetici 24, 219—231 (1950). 
Let ®(u) be a positive function, for u > 0, with a continuous derivative which 
oo 
" Dl(u) 
En 
in every finite intervall such that 
lim ts(t) = — k/p, lim ts(t) = kjq 
t> 00 >00 


where k>0,p>0,qg>0 and pt+g7=1. Then, if we set 


is negative and let ®(0)=1, du be convergent. Also let s(t) be integrable 


U oo 


S(u)= [ st) dt, F(o)= f D(uo) s(u) du, o>0, 
> ö 
ji E en = (o)] > — kjpte (p) 
(im [5 a >. (o)] <kjqta(g) 


where 79(x) is a function depending on P(u). Inequalities between limits of in- 
determination of Ft) and S(u) are deduced. Other Tauberian conditions and appli- 
cations to Laplace, Lambert and Stieljes transforms are discussed. 

S. Minakshisundaram. 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Pollard, Harry: The mean eonvergence of orthogonal series. I. Trans. Amer. 
math. Soc. 62, 387—403 (1947). 

Die Funktionen ®, (x), ®,(x),... seien sowohl in LP(a,b) als auch im kon- 
jugierten Raum LP'(a, b) enthalten [p >1 und (a, b) Intervall der reellen Zahlen- 
geraden]. Die Funktionen ®, seien orthogonal-normiert. Sie bilden eine Basis von 
LP(a, b), wenn für jedes fe _LP(a,b) die formale Reihe 


(6°) b 
(1) | f(x) 2 D,(&) S I) D,(y) dy 


gegen 1(&) im Mittel [im Sinne der Norm von: LP(a, b)] konvergiert. So bilden 
(bekanntlich) die Funktionen Valn eossnx mit n=(,1,... eine Basis für LP(0,r) - 
‚ undalle p >1. Verf. zeigt, daß (nach Normierung) auch die Funktionen cos DENE ö 
eine Basis von Z?(0,r) bilden, falls man für die & die positiven Wurzeln von 
sinn =Kcosan mit K>0 wählt. — Außerdem wird gezeigt, daß die Le- 
gendreschen Polynome P,(x) für 1<p<4/3 keine Basis von L?(—1,1) bilden; 
denn die Reihe der Funktion f(x) = (1 — x)-#3 konvergiert nicht. Man sieht, 
daß die P, dann auch in den konjugierten ZP’(—1,1) mit p’ > 4 keine Basis bilden 
können. Dagegen bilden die P, eine Basis von ZP(—1,1), falls 43 <p<4. Der 
Fall p=4/3 (und p = 4) ist ungeklärt. — Bestimmt man die Wurzeln Ip rs) ER 
der Gleichung yla) + p(-1—-o)=K mit y(a)=I"’(c+1)/T(@ +1) und 
En, K <2y(- 1/2), so kann man statt der P,„(x) die Funktionen Pr.) betrachten. 


neh > 
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Nach Normierung bilden sie, wie die Kugelfunktionen, eine Basis von Ze3 Ahr); 
wenn 4/3<p<4, sie bilden keine Basis von LP(—1,1), wenn 1< p<4/3 
oder p >4. — Beim Beweis dieser Sätze werden gewisse allgemeine Sätze der 
Funktionalanalysis herangezogen. So zeigt sich, dB; die Konvergenz von (1) aus 
lim sup ||S, (N) ||, <oo folgt, wenn S, die n-te Partialsumme von (1) bedeutet. 
Beim Beweis dieser Ungleichung benötigt man verschiedene, dem jeweiligen Fall 
angepaßte Hilfsmittel. Die Untersuchung der cos x,x wird auf die Resultate über 
cos nx zurückgeführt. Ebenso kann man die P,,(x) auf den Fall der P,(x) zurück- 
führen. Die Untersuchung der P,(x) gestaltet 'sich ziemlich schwierig. 
Wilhelm Maak. 

Tsuechikura, Tamotsu and Shigeki Yano: On the absolute eonvergence of 
trigonometrical series. Proc. Amer. math. Soc. 1, 517-521 (1950). 

It is shown that, ifa trigonometrical series and its conjugate series both converge 
absolutely at two points z,and x,,such that x, — x%,—= pr/q where p/q is irreducible 
and g is an odd integer, then the two series converge absolutely everywhere. The 
conditions on p/q are shown to be necessary. Some results on the influence of the 
eoefficients of a trigonometrical series on the capacity of the set of points of its 
absolute convergence are also deduced. S. Minakshisundaram. 

Calderön, A. P.: On theorems of M. Riesz and Zygmund. Proc. Amer. math. 
Soc. 1, 533—535 (1950). Br 

A new proof of the well known theorem that the conjugate series of a Fourier / 

series of a function of class LP, p >1, is the Fourier series of a function ofthesame -_ 
class, is given. The proof makes use of the following trigonometric inequality a 


|jsin®|P < A, |cos @| — B,cosp® BR 
where 1<p<s2, — n/2 S® <zn/2, A,and B,are positive constants and ofa Wei Be 
known inequality between the real and imaginary parts of an analytic function. 


- The corresponding result for the Fourier series of functions of class Z is also proved 
Sg using the same method. 5 5% S. M inakshisundaram. 


& 
Be: 
=, 


Spezielle Orthogonalfunktione ET 


Turän, Paul: On the zeros of the polynomials of Legendre. Casopis Mat. Fys, 
Praha 75, 113—122 und tschechische Zusammenfassg. 122 (1950). 

Es seien &,„ #=1,...,n) die Nullstellen des n-ten Legendreschen Polynoms 
P,(«). 1 > un >27 di %, e >%,+1,n. Zwischen ihnen und den Nullstellen Fun a“ 
En ee ER Von: Pilz) liefert der Trennungssatz die Beziehung _ & 
> %n ee 1,#-1 > In n„>-1. Verf. beweist 
hier darüber hinaus, daß (1) 4,,— &,n1< %,n u, ner km) 1, 
4 ist. Er wendet (1) an, um in einer von L. Fejer gewiesenen. Ri 
zu ı zeigen: A sei die Matrix, deren k-te Zeile (k=1,2,...) aus den 

2 nter den Zahlen Tr, 2c+1 besteht; sinkt dann die Kurve f(x) 
ist. sie dort ‚von ‚oben hohl, 5 so streben die mit, i@) und. A 


thien assoei6e. Bull. Soc. math. France 78, 185218 (1950). 


en er (2m + eig tat Pain) U =0 
m, a, ‚k2 sind reelle Parameter, & eine reelle unabhängige Veränderliche. a sn 

5 durch eine elementare Transformation in die übliche Gestalt der Differentialglei- 
chung der Sphäroid-Funktionen über. Das Eigenwertproblem, Entwicklungen von. 

E es erster nd ‚zweiter Art sowie ne ae ‚Funktionen 
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sprünglichen Beweis der seither vielfach behandelten Ungleichung Ai), 0ER 
[—1,1]: Mittels der Rücklaufsformel der P, läßt sich A, in eine quadratische Form 
von P,„ und P,ı verwandeln, die für ) <x<2ln(n + 1)]?(2r + 1)-1 ent- 
schieden positiv "ist; dieser und der in III genannte Bereich überdecken aber das 
Gebiet [0,1]. Lothar Koschmieder. 

Humbert, Pierre et Paul Delerue: Sur l’&quation differentielle de la fonetion 
de Bessel du troisitme ordre, d’indices nuls. Ann. Soc. Sci. Bruxelles, I. Ser. 64, 
160—163 (1950). 

Unter der Besselschen Funktion (B.F.) dritter Ordnung versteht man die 
Reihe 

Tina) = IT"T? Tim +1)In +1)! PFrm +1, n +1; — 3/27); 
sie ‚genügt der Differentialgleichung (D) 

y'’ + 3x1 y'" + (1— 3m? + 3mn — 3n?) x? y' 
+ [1 + (m + n) (!m —n) (m —2n) 2] y=0. 

Diese besitzt, wenn m und n nicht ganz sind, noch die Lösungen J_ SH Nr und 
J_n,m-n: Sehwieriger sind die zweite und dritte Lösung von D zu ermitteln, wenn 
m und n ganz sind; Verf. bestimmt sie hier für m=n= 0 und findet außer 
Jo,0(2) =oF2(1,1;— 2/27) durch Ableitung nach m und einen von C. Neumann 
bei den gewöhnlichen B.F. angewandten Kunstgriff 


Y,,0(2) = J9,0(@) logx + 2 => Sr tmIoml®)> 


+ in völliger a zur gewöhnlichen B. F. zweiter Art 


Y,(e) = Jo@)loge +2 8 (- 1m -Im-17,, (x). 


Wiederholt man das soeben auf J ae Verfahren an Y, so kommt man zu 


_ einer Lösung dritter Art 


Zo,0(8) = J,0(@) 108 x — 2 Y,,0(@)loegx +3 I, 52) —# I, 1() 


ie 2— 3 — N 2 e 1 5 
+ Ars Im a man 9+g2T,0 + zahle 


Sn 4x 1 
- DynE m,2m(X) » mit RE 3 


Lothar Koschmieder. 
Campbell, Robert: Contribution A l’6tude des solutions de l’&quation de Ma- 


- Die Arbeit befaßt sich mit der Ditferentialgleichung 
dU 


es zul. 3, er bekannt a auch. Al a falschen 1 
Kugekfunktionen zweiter Art, Ba von Chu und $: 
Tee Horlei DD Groningen 194 


kei = ‚ber \ 
ztall, daß 


ee ee re ee 
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Ein allgemeines Prinzip zur Aufstellung von Integralgleichungen für Sphäroid- 


Funktionen — es findet sich im wesentlichen schon bei Kotani [Proc. Phys. 
math. Soc. Japan, III. S. 15, 30—57 (1933)] und Ince [Proc. R. Soe. Edinburgh 
42, 43 (1921—22)] — und verschiedene solcher Integralbeziehungen werden an- 


gegeben. Sie werden angewandt, um Eigenfunktionen und Rigenwerte nach 
Potenzen von k? (siehe (1), vorsteh. Referat) zu entwickeln [ausführlicher bereits 
bei Möglich, Ann. Physik IV. F. 83, 609 (1927); Bouwkamp, Dissertation 
Groningen 1941 ;Meixner, The Lame wave functions of the ellipsoid of revolution, 
Washington 1949 u. a.], um asymptotische Darstellungen der Eigenfunktionen bei 
großen Werten der unabhängigen Veränderlichen zu gewinnen (siehe hierzu z.B. 
Chu und Stratton, dies. Zbl. 26, 214), um Entwicklungen der Sphäroid-Funk- 
tionen nach Produkten von Bessel-Funktionen herzuleiten (schon bei Strutt, 
dies. Zbl. 5, 160 und Meixner, dies. Zbl. 34, 339). Schließlich werden Sphäroid- 
Funktionen in unendliche Reihen von Sphäroid-Funktionen benachbarter Ord- 
nungen entwickelt und Integralgleichungen für Sphäroid-Funktionen von nicht 
ganzem Index diskutiert. Josef Meixner. 


Funktionentheorie: 


Korevaar, J.: Die Nullstellen der Ableitungen einer Funktion und ihr analyti- 
scher Charakter. Math. Centrum, Amsterdam, Rapport ZW 1948, 004, 9 S. (hekto- 
graphiert) [Holländisch]. 

Der Bericht ist im wesentlichen Problemstellungen von folgender Art gewidmet: 
f(x) sei eine auf dem Intervall (a,5) erklärte, unbeschränkt oft differenzierbare 
reelle Funktion. Aus Voraussetzungen über die Nullstellen aller Ableitungen von 
/(z) wird auf den analytischen Charakter von f(x) geschlossen, d.h. auf die Existenz 
einer Funktion F(z), die in einem (a, b) enthaltenden Gebiet regulär-analytisch ist 
und auf (a,b) mit /(x) übereinstimmt. Eine Bibliographie von 68 Nummern ist 
beigefügt. Hans Pietsch. 

Selmer, Ernst $S.: Some rapidly eonverging series for the elliptie p-funetion of 
Weierstrass. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 19, Nr. 28, 112—115 (1947). 
are —2 

©, 


Durch Kleinheit von |o; |, |»,| oder schrumpft auch das Konvergenz- 


gebiet der steigenden Potenzreihe für 
plu; 0,o0,)=w?+ u +2 u + O(u®). 


Um also den Konvergenzhalbmesser >r zu halten, fasse man die endlich vielen 

Gitterpunkte 20, h+2@,k=@,, mit |on,| <r zusammen und bilde die 

rationale Näherung N (u— «, +)? =n,(u). Von Polen befreit wird damit die 
h,k 


Differenz 6 = p(u;@,,@,) _r,(u) für |u| <r. Nach Vorgabe von 9, 9,7 ge- 

lingt die rationale Beschaffung der steigenden Potenzreihe für ö im Regularitäts- 

gebiet 0<|u| <r. Wilhelm Maier. 
Selmer, Ernst $.: A simple triseetion formula for the elliptie P-funetion of 


Weierstrass in the equianharmonie ease. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 19, Nr. 29, 


116—119 (1947). . Be x 
Unter den gesuchten Teilwerten werden die reellen für 0 <g mittels 


ig 9 = 95?9 (u) abgetrennt. = folgt. I 
pP’ (ua) + le 1 /Zt0(? 
—— = 2 — & El 
Ir wW)—-Vg) ? 2 (3) 


v 


ya 
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Zu einer in der Umgebung von x = 0 regulären Funktion y= f(x2)=a, 2 + 


0,22 + ++ (a) =#0) existiert eins in der Umgebung von y = 0 ne Umkehr- 
funktion = g(y) =b,y+b,y? +++. M.Ward [Rend. Cire. mat. Palermo 54, 
42—46 (1930)] hat eine explizite Darsrelking der Koeffizienten db, durch die Ko- 
effizienten a, mittels geeigneter Determinanten gegeben. — In I und II gibt Verf. 
die entsprechenden Formeln für die Koeffizienten der Umkehrfunktion von 
y=fr) sa, ty + u#% Ar »+* (a, #0) in der Umgebung von y= ©, 
von y= vo )=a,/®+a,/%®+--- (a4+#0) in der Umgebung von y=(, und von 
rt): ER - (a_],# 0) in der Umgebung von y= ©. — 
In III wird die Reduktion dieser Tormneln für den Spezialfall, daß y=f(x) eine 
ungerade Funktion ist, vorgenommen. Die Ordnungen der in den Koeffizienten- 
darstellungen auftretenden Determinanten reduzieren sich in diesem Fall auf die 


Hälfte. — In IV und V wird der allgemeine Fall behandelt, daß „= f(«)Jnzx=0_ 


oder x = oo eine Nullstelle oder einen Pol der Ordnung g besitzt. Die in I und II 
gewonnenen Koeffizientendarstellungen für die Umkehrfunktion lassen sich auf 


‘ ‚diesen allgemeinen Fall erweitern. — In VI werden schließlich die in IV und V ge- 


wonnenen Formeln auf den Spezialfall, daß = f(x) eine gerade Funktion und 
q = 2 ist, reduziert. Friedrich Lösch. 


Jacobsthal, Ernst: Sur les proprietes d’une elasse de series entieres. Norske 


Vid. Selsk. Forhdl. 21, Nr. 6, 22—27 (1949). 


er 
Die Funktionen ®(z; s) = ” ®_ _gind bei beliebigem s in l2| < 1/e 


in! n? 


erklärt. Bei ganzzahligem 8 tale zwischen ®(z;s) und D®(z;s +1) eine al- 
gebraische Relation, wie H. Wergeland (Akad. Oslo 1944) erkannt und fürrs=0 


und s = 1 mittels komplexer Integralrechnung bewiesen hat. In der vorliegenden 
Note wird mittels Differenzenrechnung das weitergehende Resultat gewonnen: Für 
ganzes s ist D(z;s) eine rationale Funktion von ®(z;1). Für s=1,2,... ist 


diese Funktion ein Polynom vom Grade s, für s= 0, —1, —2,... dagegen eine 
gebrochene rationale Funktion. Im letzteren Falle ist D(z2;s) auch als Polynom vom | 


Grade 2|s| +1 in ©(2;0) darstellbar. Friedrich Lösch. 


'Valiron, Georges: Über einige Punkte der Theorie der analytischen Funktionen. 


” Fae. Ing. Montevideo, Publ. Inst. Mat. Estadist. 1, Nr. 6, 137—158 (1947) Bar 


Gastvorlesungen in Montevideo. Es sind drei Hass enkte behandelt: 1. Ganze 


EP rktionen der Ordnung null. Vgl. dies. Zbl. 14, 266. 2. ech: "Haupe i 
‚ergebnisse über präzisierte Ordnung. Nevanlinnas Wertverteilungslehre; Valiron- 
e Formen Pausklernchee Een werden en 3. AU 


ba erapkiort)- [Holländisch ]. 
Considerons dans le plan w= u +iv un RR: 
upe l’axe reelle dans le point negatif et non-enti 
En qui ra ‚point initial sur L avec, ee tell 
le. 


so en exactement 
nt des ren p 
de 


ee: Funktion > =» Fe j), er Mittag- Leffler, wo e@ durch E (2,0) ersetzt 


wird, also " durch I/'1 + v/o), oe>}. Verallgemeinerungen dazu in. der 
ichtung auf die Verwendung präzisierter Ordnungen an Stelle eines konstanten 0- 
mehreren Punkten wird auf offene Fragen hingewiesen. Egon Ullrich. x 


* i Kemperman, J.H. B.: Asymptotie expansion of ‚entire funetions” defined by 
power series. Math. Centrum, Amsterdam, Rapport ZW 1950, 8, 17 DB uns | 
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eonstantes non-negatives et m< 1. Supposons encore que l’integrale [ g(w) 2” dw, qui 
c 


converge pour |z| suffisamment petit, represente une fonction analytique qui peut &tre prolongee 
dans le secteur |argz| < mx en une fonction analytique et uniforme. — Dans ces conditions, 


BR er ni sr 7 h— 
sia=oe” et ß=Pß,+tiPß, sont des nombres complexes avec 9 < DE ie = nega- 
2 0 c08 


00 

tif et non-entier, la serie G(z)= N’ g(xn + ß)2” represente une fonction entiöre. La som- 
n=0 

mation est etendue sur les valeurs n telles que «n + ß ne soit pas un pöle de g(w). Soit kun 


mo cos O ß Er 
SB: Et (% Bas. m) n, O<n<2(1—m)r. Pour toutz qui verifie 


entier pair, k> 


larg.2"* | < (% RR m) an—e ona 
Ge@)=— N gan+p)."+ b- S,Z.r(Z,) ung eo" (Z,) 
0<n<i & u u 
+ 8,0” (2) +0 2°. 
m 
Iei 2, = @ erina  FPlz)—= = g(n)2” oü la sommation est &tendue aux valeurs n qui ne 
sont pas des pöles de g(w). D’une facon analogue dans la somme Y” onneconsidere que 


0<n<i ’ 
les valeurs n, telles que xn + ß nesoit pas un pöle deg(w). I, Br 2°) represente une som- 
u 


mation etendue sur les valeurs entiers u avec |u| < Be pour lesquelles |jagZ, | <mn+tn 


(resp. |arg Z,|2mz+ n). o est egale a la somme des residus de la fonction 


C 


7 g(w) exp (+ (k—1) re) sin-t (mE) zu>P 

& & & 
(oü l’on prend le signe plus ou moins selon que w est situ& au-dessus ou au-dessous de ©). De 
m&me o(Z) est la somme des residus de la fonction 


= exp (+ zi w) sin! (n w) g(w) Zu > 


(avec + comme plus haut), dans les deux cas la sommation s’&tend sur les pöles de g(w) situes 
dans H. Finalement 0” (Z) est pour argZ>0 (resp. arg Z<0) la somme des residus de 


em Z”-P, etendue sur les pöles de g(w) situes au-dessus (resp. au-dessous) de ©. — Ce 


theoreme generalise un resultat de Wright [Philos. Trans. R. Soc. London A 238, 423451 
(1940)] ou g(w) verifie ’inegalite plus restrictive g(w) = O {1/I'(w + b)} dans A. 
Janos Horvath. 


Oguztöreli, M. Namik: Sur une gen£ralisation de la formule de Jensen et 
quelques applications. Rev. Fac. Sci. Univ. Istanbul A 15, 290—332 und türkische 
Zusammenfassg. 289 (1950). 

Es sei @ ein Gebiet, das mitsamt seinem Rand J' etwa in der oberen Halbebene 
liegt und so beschaffen ist: Der Durchschnitt jeder Halbgeraden arg 2 = konst. 
und jedes Kreises |2| = konst. mit @ + I’ ist leer, ein Punkt oder ein Bogen. 
argz=g, bzw. 9, (9% >y,) und |2|=r, bzw. r,(r, >r,) seien die Grenzlinien, 
f(z) meromorph in @ + I und =# 0, 00 auf J', n,(o) (bzw. n.,(e)) ihre Nullstellen- 
(bzw. Polstellen-) Anzahl im Durchschnitt von @ und |2| <o und n,(0) bzw. n. (0) 
die entsprechenden Anzahlen im Durchschnitt von @ mit dem. Winkelraum 
0 <argz <09. Dann gelten bei geeigneter Festsetzung von log f(z) auf I" die 
Formeln 7% 


27 | (mn) Eos ft) EN 


an se (2, (0) — No 0) B=—R sd log f(2) dlogz. 
en Pi £ \ Dr% 


Sie erweitern eine vom Ref. [Comment. math. Helvetici 13, 284-292 (1940/41); 
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dies. Zbl. 25, 172] gegebene Verallgemeinerung der Jensenschen Formel und, in die 
logarithmische Ebene übertragen, eine solche von Littlewood [Proc. Cambridge 
philos.. Soc. 22, 295—318 (1922)]. Analoge Formeln gelten für den Fall, daß der 
Nullpunkt, d. h. die Singularität von log 2 im Gebiet enthalten ist. Auch lassen sich 
die einschränkenden Bedingungen für @ in mancher Hinsicht lockern und z. B. un- 
beschränkte Gebiete betrachten, wo allerdings mehr Vorsicht am Platze wäre. 
Die Formeln gestatten einige Anwendungen auf die Nullstellenverteilungen analyti- 
scher. Funktionen. Albert Pfluger. 

Ohtsuka, Makoto: On the eluster sets of analytie funetions in a Jordan domain. 
J. math. Soc. Japan 2, 1—15 (1950). 

Es seien D ein Jordangebiet, C sein Rand, E eine Punktmenge in D+C, 
2%, und 2, zwei auf C liegende Punkte, welche € in zwei Teile C, und C, einteilen. 
Es seien D,, C,, E, C\ und C bzw. diein |2—2,| Sr liegenden Teile von D, 
C, E, C, und (\,. Sei w = f(z) eine in D meromorphe Funktion und D, die Menge 
der von f(z) in D, angenommenen Werte. Folgende weitere Bezeichnungen werden 
gebraucht: 3 - nn 98, Be = Ned Kara MIL wo m® = se 

r>0 r>0 r>0 

für +2 € E. In analoger Weise wird So definiert, wo L eine in 2, endende 


Jordankurve ist. Wenn Sp aus einem einzigen Wert a besteht, so wird a ein asym- 
ptotischer Wert und Z ein asymptotischer Weg genannt. Die Menge T', ir von sämt- 
lichen asymptotischen Werten in 2, wird als die Konvergenzmenge von f(z) in 2, 
bezeichnet. Besteht eo ’ aus einem einzigen Wert, so wird dieser Randwert (29) 
von f(z) in 2, genannt. Sei ferner allgemein B(S) die Randpunktmenge von S. — 
Verf. beweist einige Sätze über die genannten Mengen. Ist f(z) in D beschränkt, 
so gilt: I. B(SP)c B(T\®). 1. B(SP)cB(T®) (=1,2) und B(s{)c 
BILe). III. Existiert ein Wert a derart, daß ae€ Se —fr und aq€ Br so 
ist a = f(2,). IV. Jeder Wert, außer vielleicht einem einzigen, der zu Se _ ER 


gehört, gehört zu Br — Entsprechende Sätze werden in dem spezielleren Fall 
abgeleitet, wo D der Einheitskreis |2|< 1 und E eine auf dem Rande liegende 
Punktmenge vom Lebesgueschen Maß Null ist. — Die Resultate werden auf den 
Fall übertragen, wo f(z) nicht beschränkt ist. — Sei Q, (v = 1,2) die Punktmenge, 
welche entsteht, wenn zu Sl sämtliche von dieser Menge begrenzte, im End- 
lichen liegende Gebiete hinzugefügt werden. Dann ist unter den Voraussetzungen von 


= ; i R D . : . . . 
Satz I SL ) CQ, U 2, und es existiert in D eine in 2, endende Jordankurve derart, 


5 
; daß s(" 2, 0Q,. Diese Sätze verallgemeinern und präzisieren gewisse Sätze 
von G.Hössjer (dies. Zbl. 17, 119). Kaarlo Veikko Paatero. 


Charzyhski, Zygmunt et Witold Janowski: Sur l’&quation g6n6rale des fone- 
tions extr&males dans la famille des fonetions univalentes bornses. Ann. Univ. Ma- 
riae Curie-Sklodowska, Sect. A 4, 41-53 und polnische Zusammenfassg. 54—56 

(1950): 

Mit Fr bezeichnen Verff. die Familie der im Kreis l2|<1 schlichten analyti- 
. „sehen Funktionen f(2) =a,2+- mit |f(e)| <1 und a, ZT, wobei 0< T<1. 
Es sei K(f) ein reelles Funktional. Es werden die Differentiabilität und das Diffe- 
rential von Ä(f) erklärt und X(f) in Fr als differentiabel mit nicht identisch ver- 
 schwindendem Differential vorausgesetzt. Es sei f*(z) eine zugehörige Extremal- 
funktion, d.h. X(f*) sei das Maximum von K(f), wenn f der Familie Fr angehört. ” 
Die Eigenschaften von f* werden untersucht. Unter den Resultaten sei erwähnt. 
daßesauf |2|=1 und |w| = 1 Bogen gibt, die einander gemäß w = f*(z) ent-- 
‚sprechen, und daß für f* die Zahl a, =T ist. Wegen zahlreicher Hinweise auf die 
rbeit von Z.Charzynski: Sur les fonctions extremales dans les familles de 
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fonctions univalentes bornees, die in Ann. Soc. Polonaise Math. 24 erscheinen soll, 
und zwar auch in bezug auf Bezeichnungen und Beweisgang, sind die Beweise ohne 
diese (noch nicht erschienene) Arbeit unverständlich. runnar af Hällström. 


Janowski, Witold: Le maximum d’argument des fonetions univalentes born6es. 
Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Sect. A 4, 57—71 und polnische Zusammen- 
fassg. 71—72 (1950). 

Steht in enger Beziehung zu der oben referierten Arbeit und stützt sich ebenso 
auf die dort erwähnte Publikation. Hier wird diejenige Familie in l2|<1 schlicht- 
regulärer Funktionen F(2)=2+ A,2? +... betrachtet, für welche IF(2)| < 
M soo gilt. Das wesentliche Resultat besteht darin, daß zu gegebenen M und z 


M = oo ist sie In. I, Gunnar af Hällström. 


Garabedian, P. R.: The sharp form of the prineiple of hyperbolie measure. Ann. 
Math., Princeton, II. S. 51, 360—379 (1950). 


Bekannte Sätze aus der Theorie der beschränkten Funktionen wie z. B. das Schwarzsche 
Lemma, lassen sich verschärfen, wenn bei mehrfachem Zusammenhang des Definitionsgebietes 
Eindeutigkeit der Funktion vorausgesetzt wird. (Vgl. Teichmüller, dies. Zbl. 20, 235; Heins, 
dies. Zbl. 23, 55; Ref., dies. Zbl. 24, 222, 28, 405; Ahlfors, dies. Zbl. 30, 30; Verf., dies. Zbl. 
35, 54). Verf. verallgemeinert das Problem, indem er nun auch für die Menge, der der Werte- 
vorrat angehören soll, statt des Einheitskreises ein beliebiges mehrfach zusammenhängendes 
Gebiet zuläßt. Die Methode ist eine tiefgreifende Verallgemeinerung der von den meisten der oben 
zitierten Autoren benutzten: Das Problem wird als ein Variationsproblem mit Nebenbedingungen 
formuliert und mittels der Euler-Lagrangeschen Multiplikatorenmethode in Angriff genommen. — 
D in der z-Ebene sei n-fach, A in der w-Ebene m-fach zusammenhängend, ,€D, w€4 be- 
liebig. Betrachtet wird die Klasse der in D regulären und eindeutigen Funktionen w = F(z) 
mit F(z,) = w, für de wEA bei z€D. Gefragt wird nach derjenigen Funktion F,(z) aus 
dieser Klasse, für die |F,(2,)| = max. Das Bild von D vermöge F,(z) ist eine Überlagerungs- 
fläche Sin A. Sie ist dadurch gekennzeichnet, daß bei jeder zulässigen Variation ihre Robinsche 
Konstantein w, = F«(z,) nicht größer werden darf. „Zulässig‘ heißt: die Variationen müssen 
so beschaffen sein, daß die variierte Fläche ebenfalls in A liegt, daß der Punkt mit der Koordinate 
w,, der aus z, hervorgegangen ist, nicht verrückt wird, und insbesondere, daß die variierte Fläche 
als Bild von D möglich ist, d. h. dieselben Moduln hat wie $. Das führt auf Nebenbedingungen 
für die Variationen, die den Rand oder die Verzweigungspunkte betreffen können. Das Er- 
gebnis ist folgender Satz: Eine Extremalfunktion bildet D auf eine Überlagerungsfläche von A 
ab, die keine Randbogen über dem Inneren von A, aber möglicherweise unendlich viele Blätter 
hat. Die Anzahl ihrer Verzweigungspunkte ist höchstens 2n— 2 (bei Berücksichtigung der 
Vielfachheiten). Helmut Grunsky. 


Garabedian, P. R. and M. Schiffer: On existence theorems of potential theory 
and eonformal mapping. Ann. Math., Princeton, II. S. 52, 164—187 (1950). 


Verff. zeigen einen neuen Weg zum Beweis der grundlegenden Existenztheoreme der kon- 
formen Abbildung und der Potentialtheorie. Obgleich sie sich dabei im wesentlichen auf Probleme 
beschränken, die schon andern Methoden zugänglich sind, so tritt doch die viel weiter reichende 
Bedeutung ihres Weges klar zutage. — Das durchsichtigste Beispiel ist die Bergmannsche 


Kernfunktion mit der grundlegenden „Reproduktionseigenschaft“ f’(z) = I [K(@,t) P(tydr 


 [f@) beliebige eindeutige analytische Funktion in D, dr Flächenelement]. Sonach ist die Funktion 


I(w, Di I in dt für wg D im wesentlichen bekannt (d. h. bis auf eine additive Kon- 
stante, die verschieden sein kann für die verschiedenen Komponenten des Komplementes von D). 
Für wED findet man leicht I(w,t) =—nM(wt) +A(wt) mit 2M (1/2 = Kat), 


während A(w, t) analytisch in D ist; sie wird näher bestimmt durch die Tatsache, daß sich 


I(w, t) auf © als stetig erweist. So erhält man in M (w, t) und N (w, 1) =! [w— T) + A(w, t)] 


ein Funktionenpaar, das, von Konstanten abgesehen, auf dem Rande konjugiert komplexe 
Werte besitzt und somit mühelos in N+ M und N— M die Parallelschlitzabbildungen vonD 


liefert. — Dieser Abschnitt deckt sich in seinem wesentlichen Inhalt mit einer Arbeit von Lehto 
_ (dies. Zbl. 35, 56), die während der Drucklegung der vorliegenden erschienen ist. — Ein ent- 
sprechender Aufbau läßt sich für den Existenzbeweis der Greenschen Funktion verwenden. 
Als inneres Produkt zweier harmonischer Funktionen dient dabei 


J 


Z 
Fa en 


u. 


& 
# 


das Dirichletintegral 
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Dip y) = SS (pay + Y,Y,)dedy. Wie sich Existenz und Einzigkeit der Bergmannschen 
) . 

Kernfunktion mittels eines Minimumprinzips beweisen ließ, so wird hier ein entsprechender Kern 

H gewonnen als diejenige harmonische Funktion, die bei passender Normierung das Dirichlet- 

integral D(p, 9) zu einem Minimum’ macht. „Die weiteren Betrachtungen knüpfen an das In- 

tegral J(w) = D(H,log |a—w|”!) an Stelle von /(w,t) im vorigen Abschnitt an. Wie die bis- 

herigen, so legen auch die Untersuchungen des folgenden Abschnitts einen Hilbertschen Raum 


zugrunde: Den Raum aller Funktionen u(s) (s Bogenlänge auf C), für die . la (s) |?ds existiert. 


Man gewinnt schließlich auf einem ähnlichen (aber keineswegs völlig analogen) Weg wie vorher 
ein Funktionenpaar k(z, t) und l(z,t),z€ED, ED, k analytisch in D, ebenso l bis auf einen Pol 


1. Ordnung bei t, für das auf O’gilt 1(z, 1) = k(z, t)z’(s), wo z = z(s) die Darstellung des Randes 
ist. Daraus erkennt man k mühelos als Szegösche Kernfunktion, während sich F(z) = k(z, DJLCH)) 
als eine Funktion erweist, die D auf einen n-blättrigen Einheitskreis abbildet. (Vgl. zu diesem 
Abschnitt die Diss. des 1. Verf., dies. Zbl. 35, 54). — Dem letzten Abschnitt liegt nicht mehr, 
ein Hilbert-Raum zugrunde, sondern die (ebenfalls kompakte) Klasse aller auf © erklärten 
Funktionen von beschränkter Variation. Man wird auf diesem Wege zu denselben Funktionen 
geführt wie im vorigen Abschnitt. Das beruht auf dem in der zitierten Dissertation schon zutage 
\ getretenen Zusammenhang zwischen verschiedenen Extremalproblemen; vgl. dazu insbesondere 
die nachstehend besprochene Arbeit. Helmut Grunsky. 
Garabedian, P.R.: The classes L, and conformal mapping. Trans. Amer. 


math. Soc. 69, 392—415 (1950). 
Mit den Bezeichnungen des vorstehenden Referates geht Verf. von dem folgenden Extremal- 
problem aus: Z, sei die Klasse der komplexwertigen Funktionen f(z) auf € mit endlicher Norm 


NN=/[ |f() |” ds und mit den Normierungsbedingungen { f(z) © (z)d2—=0, £ I@)y(z)dz =1, 
[6 


wo ®(z) irgendeine Funktion aus der Klasse A derin D-+ ( regulären Funktionen ist, y(z) 
eine solche aus der Klasse B der Funktionen y(2) = 1/2ri(2e—t) + ©(z), t€ D. Gesucht wird 
eine Funktion mit N (f) = min. Die Existenz folgt aus einer allgemeinen Eigenschaft des Raumes 
der L, [vgl. Clarkson, Trans. Amer. math. Soc. 40, 396—414 (1936); dies. Zbl. 15, 356]. Die 
' Extremaleigenschaft führt, ähnlich wie in der vorstehend besprochenen Arbeit, auf eine Art 


„Kernfunktion“ o(z) mit der Eigenschaft [o(2) B(e)ds—= ©(t) für jedes ©, und schließlich 
C 


auf eine Funktion @(w, t) = log |w— t| 1 — f o(z) log 2 —w|”! ds, die das charakteristische Ver- 
© 


halten der Greenschen Funktion besitzt, abgesehen davon, daß ihre Randwerte auf jeder 
einzelnen Randkomponente zwar konstant, aber nicht notwendig Osind. Nurfürn=1 wird. 
. man so zur Greenschen Funktion geführt, ein vor allen Dingen bei der Wahl » = 2 sehr ein- 
‚facher Weg. — Im allgemeinen Fall führen weitere Überlegungen, die denen der vorstehend be- 
sprochenen Arbeit analog sind, zu zwei Funktionen in D, k(z) (deren Randwerte bis auf die Nor- 
mierung mit der Extremalfunktion identisch sind) und /(2); k(z) ist regulär, Z(z) hat einen Pol 
1. Ordnung bei £, und ihre Randwerte stehen in der Beziehung k(z) 1(z) 2’(s) = |k(z) |®.. (2) er- 
weist sich nun als Lösung des Extremalproblems |v(@) |?ds= min,p!+q!=1in der 
Klasse B, und sogar in der Klasse der in D bis auf den Pol bei D regulären Funktionen, deren 
‚Randwerte beschränkte g-Norm haben. Der Grenzfall p = ©, g=1 enthält die schon in der. 
Diss. des Verf. (dies. Zbl. 35, 54) ausgewertete Dualität. — Für p = q = 2 ist, wie z.B. in der 
vorstehend besprochenen Arbeit gezeigt, Z(z) nullstellenfrei, und wegen der stetigen Abhängig- 
keit der Extremalfunktion von p bleibt das auch für hinreichend benachbarte Werte richtig. 
Die sonach in D regulären bzw. bis auf einen Pol 2. Ordnung regulären Funktionen K(z) = 
F ART k(e)/2), L(2) = 2 mi l(z)? erweisen sich dann als Lösungen von Extremalproblemen- 
mit p = pq/p—dg),gd’=g/2. Fürp=g=2 wird so der Zusammenhang zwischen den Ex4 
'tremalproblemen aufgezeigt, die zu beschränkten Funktionen, Funktionen a 
eschränkter Väriation und zu Funktionen mit Randwerten mit integrablem Absolutwert- 
uadrat gehören; vgl. die Diss. des Verf. Die Untersuchungen werden ergänzt durch Betrach 
ung des Falles £ = oo und eine Skizze betr. p< 1. Helmut Grunsky 
Nehari, Zeev: A class of domain funetions and some allied extremal proble 
rans. Amer. math. Soc. 69, 161—178 (1950). Kr EHE EEE DERTEEHNR 


Verf. verallgemeinert das z. B. von Garabedian in seiner Dissertation (dies. 
2 nktionen zu; 
er 


* = 


‚ndelte Extremalproblem, dem schlechthi 


er von der Klasse derjenigen in einem mehrf. 
_ und regulären Funktionen ausgeht, für 
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und ZL(z,£) als grundlegend wichtig erwiesen, das durch die folgenden Eigenschaften gekenn- 
zeichnet ist: K(z,2) und L(2,&) + 1/an(2 — £) &ö) ssndinD-+(0 regulär und ar auf CO 


genügen sie der Identität K(z, D)ds=—i Lie, L)de, ds= |de|. K(z, &)/L(2,&) ist dann die 
Extremalfunktion des Problems. Auf die Existenz von K und L in diesem eralfall gestützt, 
beweist Verf. zunächst die Existenz von zwei Funktionen K, (2, &), L, (2,£) mit demselben Ver- 


halten in D wie K bzw. L, für die auf © gilt A(z )K,(%, d) )ds=—iL,(2,ö)dz. Die Funktion K, 
liefert dann die Lösung des folgenden Extremalproblems: J A(2) |g(2)|?ds = min für alle 


in D regulären und eindeutigen Funktionen g(z) mit 9) = —=1. Die Extremalfunktion ist: 
K, (& OK, (£&, &). Ebenso ist Z, (z, £) Lösung des Extremalproblems [ u(z ) |} (@) |? ds = min, 


1.(2) = (A@))"! in der Klasse aller ebenso wie L(z, &) normierter Funktionen. Dieser Zusammen- 
hang ist der in der vorstehend besprochenen Arbeit speziell für A(z) = 1 erörterte, wenn dort 
p=qg=2 gesetzt wird. — Die Lösung des eingangs gestellten Problems ist nun freilich nicht 
so abgerundet, wie man zunächst erwarten möchte: Die zugehörige Extremalfunktion 5 
F(z) = Kulz, &)/Lu(z,£), falls sie in der zugrunde gelegten Klasse liegt, d.h. falls L,(z, & 
nullstellenfrei ist; bei A = u = 1 ist das der Fall, aber, wie ein Beispiel zeigt, nicht een 
Die Abschätzung FOIS |F(ö)| = 2rKulf,L) gilt nun für alle f(£), für die ein einfacher oder 
doppelter Pol in jeder dieser Nullstellen zugelassen ist. In dieser weiteren Klasse ist die Un- 
gleichung scharf. — Einige Spezialisierungen von A(z) führen noch zu interessanten allgemeinen - 
Resultaten, z.B. zu Aussagen in der Klasse aller beschränkten, eindeutigen Funktionen mit 
mehreren vorgeschriebenen Nullstellen. — Offenbar ist dem Verf. eine (während des Krieges er- 
schiene) Arbeit des Ref. unbekannt geblieben, die sich im wesentlichen mit dem ersten der ge- 
nannten Extremalprobleme beschäftigt (dies. Zbl. 28, 405). Helmut Grunsky. 


Nehari, Zeev: On bounded analytie functions. Proc. Amer. math. Soc. 1, 
268—275 (1950). 

Durch einen interessanten Kunstgriff, den Verf. schon in einer früheren Arbeit 
verwendet hatte (dies. Zbl. 31, 298) beweist er hier für ein schlichtes mehrfach zu- 
sammenhängendes Gebiet D die Existenz zweier Funktionen F(z) und q(z) mit den 
folgenden Eigenschaften: F(z2) und g(z) — (2—£)” regulär in D, F(£)=0 bei 
beliebigem gegebenem & €D,|F(@)|=1 auf dem Rande, !F(e)gl)d2e>0 auf 
dem Rande. Damit ist ein neuer Zugang zu den Ereebanss der Garabedianschen 
Dissertation (dies. Zbl. 35, 54) gewonnen. m. Helmut Grunsky. 


e Gattegno, C. et A. Ostrowski: Bepresentation conforme & la trontiäres Were 
domaines partieuliers. (M&m. sci. math. Nr. 110.) Paris: Gauthiers-Villars 1949. 566p. 
(Suite du fase. des me&mes AA. intitule „Representation conforme & la frontiere; 
domaines generaux‘‘, Paris 1949; ce Zbl. 37, 180). Apres un chap. consacr6 & rappeler 
les definitions elassiques relatives aux proprietes g&eometriques d’un domaine (are 

- frontiere de Jordan lineairement accessible, regulierement accessible; point fron- 
tiere angulairement accessible; noyau et replis d’un domaine; generalisations de 

la notion de tangente), les AA. passent en revue les principaux resultats connus sur 
les transformations conformes orientdes en un point frontiere accessible appartenant 2 
'& un are frontiere de Jordan (Ostrowski, Wolff), les theoremes sur les replis 
'(Ostrowski), le problöme de la conformite absolue en un point frontiere (Caratheo- is 
.dory, Valiron, Visser, Warschawski, Wolff; Ahlfors et Mlle J. Ferrand). 
F "Les deux derniers chap. sont consacres aux domaines dont la frontiere est une courbe 
de Jordan. Les AA. y enoncent des resultats sur la conformite relative, en un point 
 frontiere, de la representation conforme d’un tel domaine sur un domaine- -type 
(Ostrowski, Warschawski) et les proprietes globales d’une telle representatio 
(Riesz, Lusin, Privaloff) faisant intervenir uniquement des conditions d’ordr Bes 
Is signalent enfin diverses proprietes globales ou locales faisant intervenit 
dition, ‚Wordre Bu e, al AK elleue naeh, Seidel, Warscha ski, 
=, i re Dufr 
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de @,, eontienne deux points fixes, les domaines de module maximum. On peut 
se borner aux @,, obtenus par exclusion de deux arcs simples du plan (w) et normer 
ces domaines de maniere que les points fixes soient ©oet A,B,Cavee A+B+C=!0. 
Au moyen de la fonction elliptique p (u; @,, ©,) qui uniformise la surface & deux 
feuillets ayant les quatre points ci-dessus comme points de ramification et un choix 
convenable des periodes w| et ,, l’A r&ussit & determiner les domaines extremaux 
recherches dans tous les cas qui peuvent se presenter. Il est fait'application de ce 
resultat & un probleme trait6 par O. Teichmüller [Deutsche Math. 3, 621—687 
(1938); ce. Zb), 20, 238]. Simion Stoilow. 

Hirsch, Guy: Les surfaces de Riemann. (Conference faite le 16 octobre 1948.) 
Bull. Soc. math. Belgique 1948—1949, 15—16 (1949). 

Ein Vortrag über klassische Ergebnisse der Theorie der Riemannschen Flächen. 
Moderne Definitionen sowie Eigenschaften, die mit Randbedingungen zusammen- 
hängen, werden hier nicht erwähnt. Simion Stoilow. 


Fastperiodische Funktionen: 


Im 


. Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


Anz. 1950 (87), 124—125 (1950). 


Behrens, Ernst-August: Über Funktionen auf der Drehungsgruppe. Arch. 
Math., Karlsruhe 2, 337—345 (1950). 2 
Ist & eine Gruppe, f(x) eine auf & fastperiodische Funktion mit der Fourierreihe 
ko 25” &,08 De @), 
v= 00= 
in der nur diejenigen Darstellungen D") berücksichtigt sind, deren Fouriermatrizen 
nicht verschwinden, so kann man für die rn-te Partialsumme dieser Reihe schreiben 


a) 5. = Mlier) &rz.0). 


Dabei ist y, der Charakter von D®). — Wenn & die Drehungsgruppe des R, ist, 
so kann man diesen „Dirichletschen Integralausdruck‘‘ berechnen. Jede Drehung t 
im AR, wird in solcher Weise als Funktion i(x, ß,y) von drei reellen Parametern 
&, B,y aufgefaßt, daß Klassen konjugierter Elemente von & durch die Werte von & 
charakterisiert sind (x = 0 gleich Identität). Die %,(t) sind Klassenfunktionen 
und als solche Funktionen nur von x. Statt über ö zu mitteln, kann man in (1) prak- 
tisch zuerst über $ und y und anschließend über & integrieren (bei geeigneter Nor- 
mierung der dx, dß,dy). Das Integral von f(xt-!), in diesem Sinne über 8 und y 
erstreckt, wird g(x, x) genannt. Indem man für die %,(x) die (bekannten) Aus- 


drücke einsetzt, erhält man die Formel 


Sn, (af ECFRRR (an ui CHR 0 al (an a 3) Q„11(9)- 
Hierin bedeuten s, die n-te Partialsumme der Fourierreihe der bei festem x in x 
geraden periodischen Funktion g und a,,, ihren (rn + 1)-ten Fourierkoeffizienten. 
Diese Formel wird ausgedeutet. So ergibt sich u.a.: Es existiere lim g(«, x). 


- . . . J 0 
Dann ist für Konvergenz von (1) im Punkte & notwendig und hinreichend) daß 


lim n a, = 0. — Die Abhandlung ist Auszug aus einem noch ungedruckten Buch. 
ne Wilhelm Maak. 


‚Auner, Michael: Eine Anwendung des Verfahrens der sukzessiven Approxi-. 
ıationen auf Differenzengleiehungen. Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl, 


Alle genannten Größen sind reell. Für die /-Funktion wird die bei p >40 


besser werdende asymptotische Entwicklung i 
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angegeben. Die ?, (x) sind durch die Differenzengleichungen AP,(x) = («-1)P,1(®) 


Bir) =1, Sa; )=1] definierten Polynome. — Für die Funktion Ola 
00 


MR, y 0%)€E E ein Kurvenbogen U(M°) mit Gleichungen y, = u,(x, M®) ausgeht, 


- dem die f, in M® stetig sind. 3. In @ <x <x2’+x« sollen die u,(x, M°) eine 


durch Translation die Anfangsstrecke von U(B,) nach B, usw. Ein Vergleich mit 


3 


‚Relder“ von ee os Zbl. 9. en beschließt die Arbeit.  R. Ullrich. 


fr e-*i?=!dt (unvollständige /-Funktion) wird Entsprechendes ausgesprochen. 
; - 


Hans Töpfer. 


e Weise, Karl Heinrich: Gewöhnliche Differentialgleichungen. Wolfenbüttel u. 
Hannover: Wolfenbütteler Verlagsanstalt G.m.b.H. 1948. 146 S. 12 Abb. 

Dieses lebendig geschriebene Buch, das naturgemäß nur eine Einführung bringen 
kann, bevorzugt typische Lösungsmethoden und bringt wichtige physikalische 
Beispiele. Die Darstellung wirkt durch geometrische Hinweise sehr anschaulich und 
wird durch eine Anzahl von Zeichnungen unterstützt. Kugel- und Besselfunktionen 
beanspruchen einen größeren Abschnitt. Die Sturm-Liouvillesche Randwertauf- 
gabe wird erörtert. Pädagogisch geschickt und sachlich einwandfrei, ist das Büchlein 
eine erfreuliche Erscheinung. Guido Hoheisel. 

Hukuhara, Masuo: Sur les proprietes de la famille des eourbes intögrales d’un 
systeme differentiel ordinaire. Proc. Japan Acad. 25, 151—153 (1949). 

L’A. considere un systeme differentiel ordinzire dont les seconds membres sont 
continus et bornes dans une couche et d&emontre le theoreme suivant: Soit C', une 
courbe integrale passant par un point donne P,. S’il y a une infinit6 de courbes 
integrales passant par P,, alors pour tout e>0ilen existe une qui est differente 
de (, et dont la distance de C‘, est inferieure a e. — On en obtient la proposition 
suivante: La condition necessaire et suffisante, pour que la courbe C, soit depourvue 
des points de bifurcation vers droite (& droite de P,, P, eompris) et des points de 
bifurcation vers gauche (a gauche de P,, P, ecompris), est que C, soit ’unique courbe 
integrale passant par P, et distante de ©, moins de &, e etant un nombre positif 
arbitraire. Jacek Szarski. 

Revuz, Andre: Sur Yintegrabilitt_ du systeme differentiel (dy;/dx) = 
Ji(& Y1 Y25>:- »Yn). _C.r. Acad. Sci., Paris 227, 666—667 (1948). 

Revuz, Andre: Sur Pintegrabilite du systeme difförentiel dy;,/dx = 
Sl: Yı» Y2>:--»Yn)- Boll. Techn. Univ. Istanbul 2, 28—40 und türkische Zu- 
une 27—28 (1929). 

Das System „= f;(z, Yys:-- 4), ist lösbar, wenn die endlichen, in 
Rla <xz<b,c,< y; <d,) definierten f, folgenden hinreichenden Bedingungen ge- 
nügen: 1. Die f, sind für x = konst. stetig in bezug auf die Gesamtheit der y,. 
2. Es existiere ein Menge E, dieüber dem Durchschnitt von R mit jeder Hyperebene 
x — konst. überall dicht liegt, von der Eigenschaft, daß noch von jedem Punkt 


der in einem gewissen Intervall  <x <x° +x(M®) kontinuierlich ist und auf D 


rechte summierbare Ableitung u;(x, M°) haben, die für x= 2° stetig und gleich ” 
f;(&%, yP) ist. 4. Alle |u;(x)| werden durch eine in (a, b). summierbare Funktion A 
M (x) majoriert. Es gilt dann u. a. der Satz: Jedem Punkt von R entspringt 
mindestens eine stetige Kurve y,; = y;(x), die y=f; für >. erfüllt, außer 
vielleicht in einer Punktmenge der ersten Kategorie vom Maß Null. Beim Beweis : 
wird ein vom Punkt AER ausgehendes Integral durch eine Art. Polygonverfahren er 
mit anschließendem. Grenzübergang konstruiert. Ist A ein Punkt von E, so gehe 
man zuerst eine gewisse Strecke A B auf der Kurve U(A) entlang; gehört B nicht 
zu E, so benutze man einen in der Nähe von B liegenden Punkt B,€eE ‚und bringe 


den Lösbarkeitsbedingungen von Carath&odory und der Theorie der SeBuLheR 
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Bielecki, Adam: Sur eertaines eonditions n6cessaires et suffisantes pour V’uni- 
eit6 des solutions des systömes d’&quations diff6rentielles ordinaires et des &quations | 
au paratingent. Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Lublin, Sect. A2, 49—94 und 
polnische Zusammenfassg. 95—106 (1948). 

In der Arbeit werden notwendige und hinreichende Bedingungen für die Ein- 
deutigkeit der Lösungen eines Differentialsystems erster Ordnung ET 
y' = 94t, &, y) abgeleitet. Die Stetigkeit von fundg für -<&1<b, - Oo < < E85 
—00<y< +00 vorausgesetzt, wird dann und nur dann eine einzige Integralkurve 
I: 2= pt), y=y(t) von dem Punkte P,(a, &, 7) ausgehen, wenn es zu jedem > 0 

eine abgeschlossene Punktmenge © gibt, die folgende Eigenschaften hat: 1. C ent- 
hält /, und ist selbst in der e--Umgebung von /, enthalten. 2. Es gibt zwei ineinander- 
liegende Kegel (oder Halbkegel, wenn man nur wachsende Werte von £ betrachtet) 
mit Scheitel in P,, derart daß in der Nachbarschaft von P, die Randpunkte von Ü 
zwischen beiden Kegeln liegen und der innere Kegel noch die Tangente an /, in P, 
in seinem Innern enthält. 3. Eine jede Integralkurve, die von einem Randpunkt von 
© ausgeht, dringt für wachsende Werte von t in das Innere von C' ein. 4. Die Rand- 
punkte von (', für de a <t<b, bilden eine analytische Fläche 2. 5. Die Schnitt- 
kurven von mit t=c, a<c<Zb, sind dem Kreis homöomorph. Das Ergebnis 
gilt auch noch für höhere Dimensionen, wenn Bed. 5 weggelassen wird. Um die 
Beweise zu führen, untersucht Verf. das: allgemeinere Problem der Eindeutigkeit 
der Integrale der „Paratingensgleichungen“ von Zaremba, d. h. der Kurven in 
einer vorgegebenen Punktmenge, deren Paratingens in jedem Kurvenpunkt in dem 
Geradenbündel enthalten ist, das diesem Punkt der Menge durch eine vorgegebene 
oberhalb stetige Funktion zugeordnet wird (dies. Zbl. 9, 397). Nach zwei vorberei- 
tenden Abschnitten über die Eigenschaften von Bündelfeldern (ein Bündel ist hier 
die Gesamtheit der Geraden, die einen Punkt mit denen einer beschränkten ab- 
geschlossenen konvexen Menge verbinden), die hauptsächlich Sätze von Zaremba 
benutzen, werden im dritten Abschnitt Bedingungen aufgestellt, Verallgemeinerungen 
der eingangs erwähnten Bed. 1 bis 4, von denen nach gewissen Transformationen 
geometrisch klar ist, daß sie zur Unterdrückung von Verzweigungen einer Integral- 
kurve des Bündelfeldes notwendig und hinreichend sind. Ein weiterer Abschnitt 
untersucht den zweidimensionalen Fall und führt Bed. 5 ein, von der abschließend 
an einem Beispiel gezeigt wird, daß sie für n > 3 nicht mehr erfüllt zu sein braucht. 
R. Ullrich. 
Karanikoloff, Chr.: Sur une &quation differentielle eonsider6e par Kummer. 
C. r. Acad. Bulgare Sei. 2, Nr. 1, 25—28 (1949). 3x 
Die von Kummer für ganze positive m integrierte Gleichung (1) ym — am y 
wird für beliebige m betrachtet. Es werde m +n = p=+0 gesetzt (der Fall p=0 ist ele- | 


mentar) und nach lösenden Reihen der folgenden Form gesucht: (2) y,= B5 Cop Pr E, 
’=0 


wo s eine bestimmte der Zahlen 0,1,...,n —1 sei. Falls p nicht von der Form 
r|k ist, k ganz > 0, r gleich einer der Zahlen —s, — s+1,..,—_s+n— l,rundk 
relativ prim, so können für diesen Wert von s die c,, leicht durch Einsetzen von 
(2) in (1) bestimmt werden, c,, etwa gleich 1 gesetzt. Gilt dies für alle n Werte von s, 
so bilden yy, Y1 » +» 4„., ein Fundamentalsystem. Wenn p = rk, r gleich einer 
der Zahlen in einer der Reihen —,—s+1,..,—s+n-1 ist, dann führt 


ER j oo h 
a der Ansatz y, = ‚E, ar’ =lWw=gk,gk+1,...) zu einem Integral 


— q ; 
von (1); q ist die größte ganze Zahl > 0, derart daß (g + 1)r >—-s+n-—1 oder 
200.0. <-—3, je nach dem Zeichen von r. Die c,, lassen sich dann wie oben bestimmen. 
0. Für ganzes m <—n ist, wie an den Reihen ersichtlich, das allgemeine Integral eine 
eindeutige Funktion mit einer wesentlichen Singularität im Nullpunkt; so ergibt 
0.0 m=—2n das Integral y= ar-1e-!ie (Halphen). R.Ullrich. 


hr & 
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Mitrinoviteh, D. S. et I. -Vidav: Sur une 6quation difförentielle, Bull. Soc. 
Math. Phys, Röpubl. popul. Macedoine 1, 21—26 und französ. Zusammenfassg. 
27 (1950) [Serbisch ]. 

Es wird y’®+y? = sin x auf drei verschiedene en integriert. Die erste 
Methode besteht darin, daß zuerst die Substitution x = — — 2 arctg VE; Eye £ = 1 
gemacht und auf die entstehende Gleichung die a Transfor mation an- 
gewandt wird, worauf die Variablen sich trennen lassen. Die zweite Methode sucht 


zuerst ein partikuläres Integral der Form y=a+bsinxz, z.B. y= air 5 Ai 
1—sinz. } in ® BEST i 

22 u i, worauf u(x) und v(x)in y= 5 na Zu E = “» allgemein be- 

stimmt werden. Ähnlich die dritte Methode. R. Ullrich. 


‚ Mitrinoviteh, D. S.: Proc&d6 de formation des eriteres d’integrabilit6 des öqua- 
tions differentielles lineaires ä coeffieients ayant des formes donn6es & Pavance. Fac. 
Philos. Univ. Skopje, Sect. Sci. nat., Annuaire 2, 207—237, russische Zusammen- 
fassg. 238—239, und französ. Zusammenfassg. 240—246 (1949) [Serbisch]. 

Werden aus dem durch Quadraturen integrierbaren System von n linearen 
Gleichungen dl)  %,1ı%=1 4 le Yr-ı = In,ı In—ı + In,2 Yn-ı = ®(%), 
(k=1,2,....n — 1), wo die Koeffizienten der y, y' stetig und genügend oft ab- 
leitbar und diejenigen der y’ noch = 0 sind, die unbekannten Funktionen y, = - + Yu 
‚eliminiert, so entsteht für y,, für das nun y gesetzt werde, die mit (1) äquivalente 
lineare Gleichung (2) 9, y®) + 9, y =D +... +9,y = o(x), wo die Polynome 
in den f,f',..., f"=D sind. Durch geeignete Wahl der willkürlichen Funktionen 
f können systematisch Gleichungen (2) aufgebaut werden, deren Koeffizienten eine 

gegebene Form haben, die also durch Zurückführung auf (1) mittels Quadraturen 
lösbar sind. Die Theorie der Gleichungen mit konst. Koeffizienten könnte So-ber 
handelt werden. In der Arbeit werden die Gleiehun Iingen - y'+lax+b)y" + 
(ka+ßz+y)y=0 und Ye #by + (A rei Best yo x 
eingehend untersucht und zahlreiche neue Fälle der ‚Integrabilität gefunden. So 
Bist. 2;-B, y+tzy +e&#ty)y=0 uno pltp,y=iltp (p will- 
‚kürlich) auf y’ + A+pay=z = —px2=0 reduzierbar. R. Ullrich. 
Hronee, Jar: Les eonditions n6cessaires et suffisantes pour qu’un systöme. 
 diff6rentiel n’ait pas de points singuliers essentiels. Casopis Mat. Fys., Pr aha 74, 
Nr. 3, 187—195 und französ. Zusammenfassg. 196 (1950) [Tschechisch]. ’ 
Es wird nach den notwendigen und hinreichenden Bedingungen Beh 
Bra denen die Lösungen eines linearen -Differentialsystems nicht unbestimmt 
werden. Die Untersuchung des Verf., die man wohl am bequemsten so führt, da 
, Eden green System eine lineare Differentialgleichung zugeordnet wird, di 
ıchss dingu TR erfüllen” u er en u immer an 
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Noto, Silvia: Proprietä geometriche delle equazioni differenziali del tipo 
gr Be | (x Yy', y”) ya ER B (x, Y 23 y”’) y'' + C (x, y y, y=); Rend. Sem. 
mat. Torino 8, 209—221 (1949). 

This differential equation was studied by Kasner in 1942 and given a geo- 
metrical interpretation for plane geometry. Author adds some notes to Kasner’s 
treatment, and then proceeds to seek an interpretation with x, y as parameters on 
a curved surface. Author shows that elements satisfying the above equation and 
containing a given E, (i.e. having x, y, y’, y'’ prescribed) are projections from a 
suitable centre P of elements E, belonging to a plane peneil of conies — the eonics 
having three point contact at a fixed point 0 and also passing through a distinet 
point $S. The point S may be taken arbitrarily in its plane. To any choice of $ 
there corresponds a unique P. The aggregate of possible positions for P form a 
plane. — These results are established by means of asymptotie parameters. The 
calculations are so heavy as to make direet verification almost impossible. It is 
however possible, by avoiding the method of asymptotie parameters, to verify the 
results quite simply. W. W. Sawyer. 

Marden, Morris: On the polynomial solutions of the generalized Lam& diffe- 

‚  rential equation. Proc. Amer. math. Soc. 1, 492—497 (1950). 

Deals with Pw’+Qw + Rw=0, where P,Q, R are polynomials of 
degree p,p—1,p—2inz. P,Q are supposed given, P has distinct roots a,, the 
partial fraetion Q/P=2k,(2—a,)-! where R(k,) are all positive. There are a 
number of choices of R(z) for which the differential equation has a polynomial 
solution S(z). For any such choice it is shown that the complex zeros of R(z), of 
S(2) and derivatives S(")(z), lie within certain sets of ellipses, easily constructed 
from a knowledge of k, and a,. The equation at the top of page 494 contains a 
multitude of misprints: its meaning however is clear from the equation (2. 2) im- 
mediately following it. W. W. Sawyer. 

Filho, J. A. Breves: On the algebraie integrals of a system of differential 
equations of mechanies. Proc. Amer. math. Soc. 1, 498—505 (1950). 

The differential equations arise from the rotation of a rigid body about a fixed 
point. It is shown that, from a knowledge of all homogeneous polynomial solutions, 

Be: all algebraic solutions can be deduced. For Kowalevski’s special case [Acta math. 
== = 12, 177—232 (1889)] no algebraie solution can exist that is independent of the four 


0 well known solutions. W. W. Sawyer. 
es Kumorovitz, Michal: Une solution du systöme lineaire homogene d’öquations 
B er difförentielles du premier ordre A coeffieients eonstants. Ann. Soc. Polonaise Math. 


23, 190—200 (1950). 
Deals with the equation y = Ay, where A is a square matrix with constant 
 coefficients. 'Thevobjeet of the paper is to derive the general solution of the diffe- 

rential equation without any appeal to the canonical form of the matrix A. | 
a W. W. Sawyer. 
0 Miller, J. €. P.: On the choice of standard solutions for a homogeneous linear | 
m Bee equation of the second order. Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 225—235 
In der Differentialgleichung y”’ + J(2)y=0 werden x-Intervalle mit 
J(z). <0 ‚„Exponentialintervalle‘“ und solche mit J/(25>0 „Schwingungsinter- | 
 valle“ genannt. Es werden folgende Gesichtspunkte angeführt, nach denen man 
nach Ansicht des Verf. aus der Gesamtheit der Lösungen zweckmäßig ein Fundamen- 
'talsystem auswählen soll, welches sowohl für die mathematische Theorie als auch 
ür numerische Berechnung und Tabulierung geeignet ist. Das gewählte Paar von 
sungen ,, y, muß nicht dasselbe in verschiedenen x-Intervallen sein, sollte aber 
ht zu oft wechseln. In einem Exponentialintervall soll man y, und y, so wählen, 


ihr Verhältnis in dem Intervall so stark- wie möglich variiert und n 


Rn 
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gegen ein Intervallende zu gegen eine Konstante strebt. In einem Schwingungs- 
intervall wähle man y, und %, in der Form F cos xund Fsiny, wobei F und x nor- 
malerweise ohne Schwingungen verlaufen, d.h. festes Vorzeichen haben sollen. 
Es folgt Diskussion einiger spezieller Fälle (z. B. zwei durch ein Exponentialintervall 
getrennte Schwingungsintervalle) und eine geometrische Deutung der Schwingungs- 
intervalle. Lothar Collatz. 


Levi, Eugenio: Sul comportamento asintotieo delle soluzioni dei sistemi di 
equazioni differenziali lineari omogenee. I. II. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. 
Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 8, 465—470 (1950), 9, 26—31 (1950). 

I. Scopo BE di questo lavoro & aene il seguente teorema. (A) Si 
consideri un sistema di n equazioni differenziali lineari ed omogenee del primo ordine, 
del tipo 


(1) u = [a;; + 9;(&)] Y;; G=1,2,..,R); 
Iı= 


ovelea,,sono eostanti. Se, detto u il massimo tra gli esponenti dei divisori elementari 
della matrice |la,,—o6,;||, le funzioni x#-1%,,(x) sono assolutamente integrabili 
in un intervallo (x, + ©), allora il sistema (1) ammette n soluzioni linearmente 


indipendenti „y= („45 19»: :»,Y,),» (k=13%-.,n) alle quali = possibile 
far corrispondere n soluzioni leiter indipendenti ee 
del sistema a coefficienti costanti y; = = G,;%,; W=1,2,...,n), in modo tale 


; 
che risulti, per 2 > + 0: = ro (|,y*)), (Are, .3.,0). — II Questo 
teorema (A) viene poi applicato = caso di un’equazione differenziale lineare ed 
omogenea di ordine n: 


(2) ym) — = [p,+ gr(a)] ye-r, —z nn 


se 


con le p, costanti, ritrovando un aörerie , di comportamento asintotico per gli in 
tegrali della (2) giä stabilito da S. Faedo (questo Zbl. 29, 356; part. II, p. 762). 


Un’altra äpplienziöne viene fatta alla (2) supponendo p, = 0, ae Be 


e si ritrova cosi un risultato di A. Ghizzetti (questo Zbl. 39, 35). La dimostrazione 
del teor. (A) & fondata su due lemmi, giä interessanti di per se, il primo relativo a 


sistemi di equazioni integrali del ee 


ee nal LACH AOL ACH 


3 in 


_ 


Fl EEE al comportamento nstias delle soluzioni del intern, (1) nel caso par- 3 


 tieolare in eui la matrice ||a,,|| ha forma diagonale. Aldo Ghizzetti. 
Wet, J. $. de and F. Mandl: On the asymptotie a of eigenvalues 
Proc. R. Soc., London, A200, 572-580 (1950). 

Für die "Anzahl der Eigenwerte der eindimensionalen hen pergleichund 


= 


Bi W. K „Verfahren. die asymptotische Formel =) IÜ)=— „Ja OL ia 


Be vo 2“ 2 die beiden Da Voraussetzung einzigen Wurzeln TORE g(z) = 
"Ah che, 'ormeln wurden für höhere Dimensionen en jedoch $ 0 
+ i Beweise für ie 


Bed Arbeit werden solch 
wird (1) 


22 a2 R-aW)y= 0, die kleiner als eine vorgegebene Zahl Ay folgt aus dem ! 
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teilung dieses Gebietes ergibt (t). Im Zweidimensionalen wird für Potentiale 
2 = g(x, y), die allseits eines Minimums gegen 00 ansteigen, das von der Niveau- 
linie g(x, y) = A umschlossene Gebiet D nee innere Niveaulinien auf bestimmte 
Weise unterteilt, worauf aus einer Abschätzungsformel für die Anzahl der Eigen- 
werte <A bei konstantem g(x, y) sowie den Courantschen Sätzen die asympto- 


tische Formel /(A) = = (A—g(x, y))dedy folgt. Endlich wird noch der 
ee 


dreidimensionale Fall behandelt. R. Ulirich. 
Wintner, Aurel: On the smallness of isolated eigenfunetions. Amer. J. Math. 
71, 603—611 (1949). 
Für 0 <t<oo sei f(t) reell und stetig, es gelte — 00 < lim sup f(t) < ©. 


t>o0 
‘ Sind dann A, y(t) isolierter Punkteigenwert und zugehörige Eigenfunktion der 
Differentialgleichung x” (t) + [A + f(t)] x(t) = 0 mit den Bedingungen x(0) cosp + 


x (0) sin = 0, Ze x?(t) dt < 0, so gilt jedenfalls y(t) = O(t-") (t — oo) 
(0) 


für jedes N. Friedrich Wilhelm Schäfke. 

Friedlander, F. 6.: On the forced vibrations of quasi-linear systems. Quart. 
J. Mech. appl. Math. 3, 364—376 (1950). 

In der Differentialgleichung + ®x=kf(x,&,t) sei f in t periodisch mit 
der Periode. 2, ferner seien w, k Parameter, k klein. Durchx =rsind, & = wrcos®. 
wird die Differentialgleiehung umgeschrieben in ein System von zwei Gleichungen 

1. Ordnung und an Stelle von r eine Funktion o=r—ku(r,d,t) eingeführt, 
— . _ wobei v in ®# die Periode 2x besitzen und für festes r, # bei t— co beschränkt 
bleiben soll und möglichst so gewählt wird, daß das Vorzeichen von 0 und das asym- 
ptotische Verhalten von o(t) überblickt werden kann. Besonders übersichtlich ist 
der Fall, daß f(x, &,t) ein Polynom in x, &, cost und sin £ ist. Bei der Diskussion 
- hat man zu unterscheiden, ob in der Nähe einer kritischen rationalen Zahl ist oder 
nicht. Ist & genügend weit entfernt von diesen kritischen Frequenzzahlen, so geht 
die „Amplitude‘ r(t) asymptotisch in ein Intervall, welches von den Anfangsbe- - 
dingungen abhängt. Ist », die der Zahl & ‚nächste‘ kritische Frequenzzahl und & 
nahe an @,, So ist eine obere Schranke für das asymptotische Gebiet für r(t) von der 
Größenordnung k/ | ®— @,|. Ist ® = w,, So wird von „subharmonischer Resonanz“ 
gesprochen. In diesem Falle stimmen die Resultate, wenn entweder &, = m/n, 
wobei m und n große ganze, zueinander teilerfremde Zahlen sind oder wenn 
k/|\o — w,| klein ist, überein mit den früheren Resultaten, d. h. sie sind so, als ob 
 @g keine kritische Frequenzzahl wäre. Lothar Collatz. 
Rosenblatt, Alfredo: Über das Phänomen der Subresonanz bei der Gleichung 
' von van der Pol. Fac. Ing. Montevideo, Publ. Inst. Mat. Estadist. 1, Nr.8, 128. 
(1949) [Spanisch]. m 
Consider Van der Pol’s equation with a foreing term (1 t+oxH+ 
BR pe (A+ 02) = Zahn Lgorwe EN 0C>0, n isn integer and u is small. 
The author is interested in finding whether or not there are solutions of (1) with 
period 2r7/w. It is shown that under an additional restrietion the answer is affir- 
ative ii n= 3, but the method feils for other values of n. 
Mauricios M. atos Peixoto.. ” 
Be Ren6 de: Equation de Hin et probltme de Störmeps Canadian ER 
2, 440—456 (1950). 
N re geht aus von der Poquetschen ehr = —= ( e?2° »(0) e. D en Pa). x 


Dif enge a) an + f(o) m % wo Lg: eine gerade Funktior v 
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71» 172 von (1) bestimmt seien, so daß 7,(0) = 1, (0) = 0; elle, 
n, also eine in o gerade, »7, eine in o ungerade Lösung ist. Die Funktion Y(o) läßt 
sich in eine gerade Funktion P und in eine ungerade Funktion .J so zerlegen, daß 
amtßm=er(P+J, am-Bn=e?e(P-J). Aus der Periodizitäts- 
bedingung der Funktionen P,J ergeben sich die Bestimmungsgleichungen für 
x, ß, 2, die durch Einführung der Halbperiode 7/2 umgeformt werden. Es erfolgt 
eine Diskussion der Ergebnisse für reelle @ und insbesondere eine Prüfung der 
Grenzfälle Q = 0, in welch letzterem Falle die Hillsche Methode dazu verwendet 
wird, um eine erste angenäherte Lösung zu verbessern. — Nach diesen allgemeinen 
Darlegungen folgt die Anwendung auf das Problem von Störmer, d.i. auf die Be- 
wegung eines elektrischen Teilchens im Felde eines Dipols. Die Bestimmung der 
dem Aquator benachbarten Bahnen wird zurückgeführt auf die zwei Gleichungen 
eier tree Ente 22 1yn, 


wo x = log 2y, r gesetzt ist, r die Distanz vom Dipol und y, = 1/Va ein Parameter 
ist, der mit der Bewegung der Meridianebene zusammenhängt; x genügt der Glei- 
chung @=ae??—e-*+e-2* mit dem Integral =} -++a,dn(a,o), a=4+ ya 
N ee Va =4(1—-y7?), k=b,/a,. Es werden die 9-Funktionen 
eingeführt und damit eine Anzahl von Bahnen für nicht zu große Werte von q 
und y, nicht in der Nähe von 1 berechnet, in einer Tabelle zusammengestellt und 
diskutiert; für größere Werte von q wird eine Modifikation nach J.Lifshitz, 
[J. Math. Phys. Massachusetts 21, 94—116 (1942)] eingeführt. Die sich anschlie- 
ßenden Untersuchungen für den Fall, daß y, in der Nachbarschaft von 1 liegt, knüp- 
fen an G. Lemaitre [vgl. Ann. Soc. Sci. Bruxelles, I. S. 54, 162—174 (1934) ; dies. 
Zbl. 11. 95] an. Ötto Volk. 

Massera, Jose L.: Bemerkungen über die periodischen Lösungen von Diffe- 
rentialgleichungen. Fac. Ing. Montevideo, Publ. Inst. Mat. Estadist. 2, 43—51 
und engl. Zusammenfassg. 53 (1950) [Spanisch]. © _ —— 

Consider the system (1) 2, = f;i(&, „2, 5t),i=1,...,n, where the f, are 
periodie in t with period 7 and satisfy furthermore certain usual regularity condi- 
tions. The aim of the paper is to investigate the existence of „exceptional‘“ solutions 
of (1) i.e. periodie solutions, the period of which is incommensurable with 7. The 
main result is the following theorem which gives a necessary and sufficient (in a 
certain sense) condition for the existence of an exceptional solution. If (1) has an 
exceptional solution, then there exists a closed eurve 2,=9,(), « <Ss<sPß, 
g(&)=g(ß), $=1,...,n, such that (2) All). - m); H/t = 0, for all 


er ;0 = 
1, t, 8; (3) 53 [&, 91 (S), 5 In (s); | 5 = (91 (8), SE In (s); 0) = 0 for 7 all 
; aa 


0x, dt 
553) I hl. 9,(9;01? #0 for all s; (5) 23 (g.(9))? #0 for all s. 
Del = 


Conversely, if there exists a closed curve satisfying (2)—(5) and if the matrix with 
elements  &f,(g(s),- : -9,(8); V/ox,dt, Gk=1,...,n, has characteristie 
k=n— 1 for all s [conditions (3) and (4) imply k < n] then there exists, in general, EN 
an exceptional solution. From condition (2) of the above theorem it follows that iL, Se 
me, Er... Veoh yl,r—eh. nn, ‚then no exceptional 
solution can exist. Other results are proved and examples are given of typieal 
cases where exceptional solutions exist.  _ Mauricios Matos Peixoto. Be 

Demidovit, B. P.: Periodische Lösungen eines nichtlinearen Systems ‚zweiter - 
Ordnung von gewöhnlichen Differentialgleiehungen mit bezüglich der unabhängigen 
 Veränderlichen periodischen rechten Seiten. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 61, 
601—603 (1948) [Russisch]. % FRE Bar BE 

Im Anschluß an eine Arbeit von Lefschetz über die periodischen Lösungen se Ri 
von x" + gl)’ + f(x) = e(t), e(t) periodisch (Proc. nat. Acad. Sei. USA 29, 
ne 5 - h, f 2 f 99% 


re y i z F Ze 
re Te a rn 5 Kl h a a ne 
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2932 (1943)], untersucht Verf. das System (1) «=fo+t %ıt Yha; 
y-fotzfıt yo wode ,=-h, ba i=l2; ;=0,1,2) definiert, 
eindeutig, stetig für alle reellen Werte von t, x, y und periodisch in t sind. Eindeutig- 
keit der Lösungen (1) für beliebige Anfangswerte ty, &,, Y, sowie die Eigenschaft 
kofr>0 für r= Vx? + 92? > 00 vorausgesetzt, wird (1) mindestens eine periodi- 
sche Lösung haben, wenn für r groß genug folgende hinreichende Bedingungen er- 
füllt sind, von denen übrigens noch eine zweite breitere Fassung gegeben ai 
1. Die Realteile der Wurzeln AyA der „charakteristischen Gleichung“ (f„—A)(fgg—A)— 
fiafgı = 0 haben dasselbe unveränderliche Vorzeichen und | RA) + R@A)|>a= 
konst. 2.0 <|A)—A,| <P |Aı + A2|, wo ß eine Konst., die in (0, 1) Be wenn die 
12 


Areellsind. 3. Es gilt gleichmäßig in Bez. auf die drei Veränderlichen 


>, ka; ky, k, konst., k)k, = —1, wenn r—>oo. Die übrigens nur angedeu- 


ae 
teten Beweise verlaufen ähnlich wie bei Lefschetz, indem man zeigt, daß durch die 


Lösungen von (1) ein elliptisches abgeschlossenes Gebiet in sich übergeführt und 

der Brouwersche Fixpunktsatz angewandt wird. R. Ullrich. 
Kalinin, $. V.: Über die Stabilität periodischer Bewegungen in dem Falle, daß 

eine Wurzel gleich Null ist. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 247—252 (1949) 


£ [Russisch ]. 

= The author considers systems of differential equations 

..d) Ed N (a, ehe ee 

E: where X, are holomorphic functions of x, . .,%, whose coefficients are periodie 


functions of t of period » ofthe form c + ef(t), where cisa constant, f(t) a function 
of mean value zero and & a small parameter. The constants c relative to the linear 
a parts of the functions’are supposed to form a matrix whose characteristie roots are 

one zero and the others of negative real parts. Therefore the system can be taken 
"in the form dy/dt= Y, dy,/Jdt=Y, s=1,...n. By application of Ljapunov’s 
method some conditions for stability are Olrainsd for e sufficiently small. The present 
research is a generalisation of a previous one by S. Nugmanova [Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. S. 42, Nr.5 (1944)] where the developement of Y in power series 
:ontained a term in y?. Here Y contains a term y”" of minimum degree m > 2 in y, 


= R and, the cases m odd, m even are separately discussed.  Lamberto Cesari. 
R 3 


'erential equations. Amer. J. Math. 71, 627—649 (1949). 
Es sollen weitgehend allgemein die Möglichkaiten des Verhaltens einiger "oder 
ämtlicher (reeller) Lösungen x(t) (= 0) der Differentialgleichung (1) x” + f(t)x = 0 


- Hartman, Philip and Aurel Wintner: Oseillatory and non-oseillatory linear. 


a (t) reell und stetig für 0 <t <oo) bei t—> oo bestimmt werden und die ent- 
sprechenden Resultate für die Spektren (im Sinne Hilberts) formuliert werden, die 
_ man erhält, wenn man I) durch AN er A ersetzt und eine Se lineare u “2 


u EEE 
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nicht-oszillatorische Differentialgleichungen (1), derart, daß für t* innerhalb einer 
gewissen offenen unbeschränkten Menge für jede Lösung x({t) gilt: lim x(t*) = 0. 
t* >00 
4. Gilt für zwei stetige Funktionen f(t) >g(t) (0 <t < oo) und ist (1) nicht-oszil- 
latorisch, dann gibt es zu jeder Lösung x(t) =0 von (1) eine Lösung ytd) 0 
von y +g()y=0 mit y(t) = O(|x(t)|). — IH. Ist (2) x’ + MV+HReR 
für — 00 <A<A* nicht-oszillatorisch, für A* <A < 00 oszillatorisch, so heißt 
/* der parabolische Punkt von (2); die Fälle A* = -+ oo sind möglich. 5. Es gelte 
— oo <A* <oo. (a) Zu jedem A </* gehört eine Lösung zx;(t) == 0 von (2) der 
Klasse L?(0, ©). (b) Diese ist bis auf konstante Faktoren eindeutig. (c) Es gilt 
nicht notwendig x,(t) =O(1). (d) Gilt x(t) = O(l) für ein A=u<A*, so für 
alle A <u. (e) Gilt zz(t) = o(1) für ein A= u <A*, so für alle A <u. (f) Gilt 
&,(t) =O(1) für ein u <A*, so nicht notwendig x,(t) = o(l) für A <u. (g) Gilt 
aw)=O(), x,(t) #o(l) (A, <A, <A*), so ist notwendig A* = oo und es exi- 
stiert im z,(t)/xz.() #0 für jedes Par -oo<A<u<oo. 6. Es sei der 
t>oo 

parabolische Punkt von (2) A* = -- oo. Dann kann (2) bei A = A* (a) oszillatorisch, 
(b) nicht-oszillatorisch sein, kann (x) eine L?-Lösung, (ß) keine L?-Lösung besitzen ; 
sämtliche 4 Möglichkeiten (a x), (aß), (b x), (b ß) können auftreten. Es kann jedoch 
nie zwei linear unabhängige L?-Lösungen geben. Der Fall (x a) ist ausgeschlossen, 
wenn f(t) für große t monoton ist. Friedrich Wilhelm Schäfke. 

Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the Laplace-Fourier transcendents. 
Amer. J. Math. 71, 367—372 (1949). 

Sind die beiden Funktionen g(t), r(t) und die erste Ableitung p’(t) einer dritten 
positiven Funktion p(t) vollständig monoton für 0 <t < 00, so besitzt die Diffe- 
rentialgleichung p(t) x" + r(t) x’ —g(t)x=0 dort eine Lösung x()=# 0, die 
vollständig monoton ist, (— Be >0 (n = 0,1,2,...) und daher (Hausdorff- 
Bernstein) mit Hilfe einer für 0 <uw<<oo nicht abnehmenden, jedoch nicht 


ar [0,0] 
notwendig beschränkten Funktion «(u) in der Form x(t) = f e-tu dx(u) dar- 
ö 


stellbar ist. (Beweis aus der Existenz einer positiven nicht-zunehmenden Lösung 
durch Induktion nach n.) Hieraus folgt als Anwendung: Sind die Zahlen a,, b, 
reell und nicht-negativ, derart daß die Koeffizientenfunktionen der Differential- 
gleichung 
_— FE Se Ss (img 
"=, ey ur >= 
ganze Funktionen in 1/t sind, dann hat die Differentialgleichung für 0 <t < 


eine Lösung der Form 
oo 


Eid (ea - lim 1; eve ttuda(uE0, 
ö 


€e>+00 i 
wo x(u) eine für 0 <w< 00 monotone, nicht notwendig beschränkte Funktion 


ist. — In einem Anhang wird eine notwendige und hinreichende Bedingung für 


die Beschränktheit der Funktionen « (uw) gegeben. Friedrich. Wilhelm Schäfke. 


Wintner, Aurel: A priori Laplace transformations of linear differential equations. 


Amer. J. Math. 71, 587—594 (1949). 
Für tk <t< oo sei f(t) vollständig monoton, (— 1 fM(t) 20 (k= 0, ra) 
die Differentialgleichung x” + f(l)x= 0 sei ferner nicht-oszillatorisch. Dann 


gibtesein T > t*, derart daß zu jedem i, >T eine Lösung der Differentialgleichung 


2 ame _ı 
- gehört, die für <t<oo in der Form «(t) ZIERT f ae ar 


s 3 
darstellbar ist, wo @(s) eine von ty abhängende, für 0 <s < 0 nieht-abnehmende 


RATE u. 
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[0,0] 
Funktion ist, die | er? do(s) < oo, (e >), il dp(s) = ©, also tl) +0 (tt >h,), 


&(t) = 0 erfüllt. [Zum Beweise wird die er Resolvente y" +? + fl) =, 
der y = x’/x genügt, herangezogen, aus 00 > y(t) Z0 (ty, <t < 00) geschlossen, 
daß y(t) vollständig monoton ist, I das Theorem von Harsdonk und Bernstein 


angewandt.] Folgerung ist: Sei 55 c„2® überall konvergent, 4c, <1, c„ 0 
n=1 


(n=1, 2, 3,...); dann besitzt die Differentialgleichung x” + x B3 (ir +1 1SreU 


n=1 
für genügend große t ein Fundamentalsystem von Lösungen der Form 


x(t) = exp - | Neu t>t) 


() 
mit 


oo 
( jmd Sc } sn e-ilt—t)E dp(s) >4;n>0); 


i, und die für 0 <s < co nicht- PB ES Funktion p(s) hängen von der Wahl 
der Lösung ab. | ((f )aw , [ e-*: g(s) ws.) Im Anhang wird gezeigt: 
‚Ist f(t) reell, nicht-positiv und Kealisa für 0 <t<oo, dann hat «’ + fl) x =0 

eine Lösung der Form x(t) = const + f) X (s) cos tsds : (0.<$ < 09) mit 
 eonst= lim x{t), X(s) >0. , Friedrich Wilhelm Schäfke. 


>00 
Sarginson, K.: An operational method for determining the series solution of 
a linear differential equation of rank two. Math. Gaz., London 34, 8—10 (1950). 
Es wird gezeigt, wie man mit Hilfe der Heaviside-Symbolik die regulären 
Lösungen linearer Differentialgleichungen vom Rang zwei und von der Gestalt 


(1) [f6) —- zglö))y=0, 6 = Vi = ‚ fund g Polynome in 6, formal bestimmen kann. 


Es sind drei Fälle zu arg Zuerst mögen keine zwei der Mi von ° 


Wr ft @) = = 0 gleich oder durch eine ganze Zahl Phtsrchiaden sein. Wird f(6) = Bi (6—c,), ; 


ai D= -[i —_x ; ae - gesetzt, so kann (1) unter Anwendung der BIRNEN. 


er schrieben werden: 1 (6 — c,) Dee =0' oder y—D* B> K,„x°r, wo die K, will- 
s T 


r=1 


EEE 


“  kürliche Konstante-sind; D-1 = = SEHR IC) ER wo [g9(ö)], = I se 
E, u + 2 t=1 x 


g (lo als Lösung kommt: y= = er rs, Dr le. Der zweite Fe 

a s=0 r 8 

'a gleiche Wurzeln, kann methodisch en erledigt werden, wobei Logarithmen“ 

uftreten; der dritte Fall, ganzzahlige Wurzeldifferenzen, wird auf den zweiten zu- 

kgeführt, Die Reihen divergieren gelegentlich, wie bekannt, für alle x +0, 

doch wird auf Konvergenzfragen nicht eingegangen, ur ., Rx Ullrich. 
Bunieky, Eugen: Döeomposition d’un op6rateur lindaire ditförentiel, ordinair 

ide du systöme fondamental de l’&quation diff6rentielle e. 

EU Ba = Nr. 3 Br und a Zu 
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1 
ges Sror BANE 
E a 2 NEE ge min: S 
kann. = ] ] [s. D-s, (10 en, 1 ) I woA,die Wronskische Determinante 


i=n Sl 
von den i ersten der in eine beliebige feste Anordnung gebrachten n Funktionen 
eines. Fundamentalsystems der Gleichung ZL,(y) = 0 bedeutet und die s,; Will- 
kürlich gewählte analytische Funktionen in A sind, die der Bedingung p, = 81 82:8 
genügen. R. Ullrich. 


Martenko, V. A.: Einige Fragen der Theorie eines Differentialoperators zweiter 
Ordnung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n.S. 72, 457—460 (1950) [Russisch]. 

Es wird der Differentialoperator 2. Ordnung L[u] = w’(x) —g(2)u(x) im 
Intervall <0, a) untersucht. q(x) wird als reelle Funktion, die in jedem Intervall 
(0,56), b<a, summierbar ist, vorausgesetzt. Näch Ergebnissen von H. Weyl 
existiert für jede Randwertaufgabe: @x(A, 0) cos + p4(A,0)sin« = 0 (eventuell 
kommt hierzu noch eine Bedingung für x = a) der Differentialgleichung Z[w] + 
Au= 0 eine Gewichtsfunktion o(A), so daß die Räume L, [0, a) und Lars, (— 00, ©) 

a 


n 


isometrisch aufeinander abbildbar sind: F(}) = S f(x) DalAr2) da, ke 
ö 


f F(}) 92(4, x) do(A). Verf. beweist, daß der Operator L eindeutig durch jede 
7,00: 


Gewichtsfunktion bestimmt wird. Wenn die Differentialoperatoren Z, und Z, 
diskrete Spektren haben und diese für zwei Randwertaufgaben zusammenfallen, 
so stimmt ZL, „fast überall‘‘ mit Z, überein. Ein weiterer Satz charakterisiert den 


[0,0] 
Differentialoperator Z im Falle a =oo unter der Voraussetzung f (L-F%)- 
ö 


|g(2)| dx < 00 durch asymptotische Eigenschaften der Lösungsfunktionen 9, (A, x). 
Walter Thimm. 


Martenko, V. A.: Transformationsoperatoren. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.S. 74, 185—188 (1950) [Russisch]. __- : 

Der Differentialoperator L[u] = w’(x) — g(x) u(x) [q(x) reell und summierbar 
in jedem endlichen Intervall] wird im Intervall (0,00) untersucht. w,(A, x) sei 
die Lösung der Differentialgleichung Z[w] + Au = 0 bei den Anfangsbedingungen 
(A, reell): ©,4,0)=1, ©&(4,0)=h für R+; 0,(4,0)=0, 08(40)=1 
für = oo. Es seien L, und Z, Differentialoperatoren der soeben erklärten Art. 
h, und h, seien reelle Zahlen; es wird auch der Fall h, = h, = ©o zugelassen. Dann 
existiert ein ‚„Transformationsoperator“ Vrr,z,n,n,],), derart daß für die Lö- 
sungen oh (4,2) von L [u] +Au=0. und on (},x) von L, [u] +A u = 0 
gilt: V (op. (A2)),= on (4,2). Der Operator L genüge der Bedingung: 


oo ’ 
f (1 + 22) |g(x)| dx < oo. D? sei der spezielle Operator u'(x). Es werden Sätze 
ö 


über den Aufbau der Transformationsoperatoren: V;p:zor, und V(zp:no, bewiesen. 
BOT Walter Thimm. 
Mar&enko, V. A.: Über die von einem linearen Differentialoperator zweiter 
Ordnung erzeugten Umkehrformeln. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. S. 74, 657—660 
(1950) [Russisch ]. | 
Vgl. die beiden vorstehenden Referate. o(A) sei die Gewichtsfunktion, die zu 


der im vorstehenden Referat angegebenen Anfangswertaufgabe gehört. Verf. be BE 


weist folgende asymptotische Formeln: o(A) = 2 r YA (A — + o0), wenn h SER, 
oA) m 2/3m A?(A> + 00), wenn h= oo. Walter Thimm. 


Brownell 3rd, F. H.: Non-linear delay differential equations. Contrib. Theory 4 


. of nonlinear Oscillations, Ann. Math. Studies Nr. 20, 89—148 (1950). 
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Das I. Kapitel dieser Dissertation bringt wohl zumeist bekannte Ergebnisse. Es beweist 
zunächst unter zulässigen Anfangsbedingungen ®(t) Existenz en Eindeutigkeit der Lösung 


r 
derlinearen Differentialgleichung (mit Nachwirkung) der Form (1) 53 5 dr» 2 ® (—b,)= g(t), 
k 0 


N 00 
oder allgemeiner (2) N T a®(t—h)dF,(h) =g(t), falls für ein gewisses 5>0 
k=00< 
(3) Frl) =%, für O<k< ke; 0<k<sn und a,„,—=1. Bisweilen wird für Stetigkeits- 


aussagen über m) (t) noch die Zusatzvoraussetzung (4) F,(h)=a,„o=1 ur Fi k>0 be- 


nötigt. Ausschlaggebend ist die Lage der Nullstellen der Funktion (5) D(s) = 5 s® L e°* dF,(h); 
k= = 0 
die Lösungen x(t) werden durch ein Laplaceintegral dargestellt. Insbesondere hat das homogene 
Problem (2), wo also g(t) = 0 ist, eine nichttriviale mit 2rz@, periodische Lösung dann und 
nur dann, wenn D(im o,) = 0 ist für ein ganzzahliges m > 0. Durch einen Iterationsprozeß 
werden die Ergebnisse ausgedehnt auf die nichtlineare Gleichung 
£ N [6,0] 
6): Ef "da HdR) +ga" Tau... „an; at Pb ...3..,20-))= 0, 
Renten 
3 wo die Potenzreihe @ von n*(r +1) Veränderlichen erst mit den Gliedern zweiter Ordnung 
x beginnt und absolut und gleichmäßig konvergiert, falls alle Argumente dem Betrage nach kleiner 
= als o>0 sind. Durch g()=0, ,d=— Aal" d,..., 2m (t— b,)) wird eine Folge von 
= Lösungen x,, (ft) von (2) definiert, die gegen eine Lösung x(t) von (6) konvergiert, falls alle Wurzeln 
von Die) = 0 links von der imaginären Achse liegen und ©(t) nebst den ersten n— 1 Ablei- 
tungen einen genügend kleinen Betrag hat. x(t) ist eindeutig und nimmt nebst seinen ersten 
n— 1 Ableitungen mit t— oo exponentiell ab. — Das II. Kapitel bringt ausführlich die Aus- 
dehnung der Theorie der nichtlinearen Integralgleichungen von Erhard Schmidt [Math. Ann. 
0.65, 370—899 (1908)] auf Matrizenkerne; das Hauptresultat mit der Aufstellung der Verzwei- 
Bin ‚gungsgleichungen findet der Leser im Theorem 2: 9). — Im III. Kapitel wird das Problem (6) 
= betrachtet für den Fall, daß Wurzeln von D(s) = (0 die imaginäre Achse überschreiten. Da hier 
im allgemeinen das linearisierte Problem schon exponentiell anwachsende Teile in den Lösungen 
besitzt, wird von vornherein nur nach mit 2r/w periodischen Lösungen gefragt, also ein Rand- 
wertproblem betrachtet. Dieses wird in eine nichtlineare Integralgleichung umgeschrieben, 
auf die die Theorie des zweiten Kapitels angewendet wird. Dazu wird ein Parameter n eingeführt, 
. von dem die Funktionen F', abhängen, also F.(h, 7), die übrigens nun als reell vorausgesetzt 
‚und den Bedingungen (3) und (4) unterworfen werden. Damit hängt auch die nach (5) zu defi- 
'nierende Funktion D „(s) von n ab. Es wird D, (* ©) = 0 angenommen,'so daß jetzt das lineari- 


. sierte Dia örtkihlenn Eigenlösungen besitzt. Unter einer Reihe von einschränkenden Vor- 
ussetzungen — z.B. D,(iv o,) #0 für ganzzahliges » ++ 1 im Falle z(t + 22/o) = x{tl) 
oder D,(i(2v + 1) o,) s 0 für v»=0,—1 im Falle x(t + 2/w) = — x(t) — werden die Ver- 
yeigungsgleichungen aufgestellt und diskutiert; dabei variiert ® in der Nähe von @,, und 
ch die nichtlinearen Teile von (6), d.h. Q, [sowie die Randbedingungen B(x)] können von 
‘dem kleinen Parameter 7 abhängen. Die Lösung (ft) ergibt sich bis auf eine willkürliche Phasen- 

Schiebung, als Eeutig; ihr Verhalten für n—0 läßt sich genau übersehen. 
Rudolf Iglisch. 


Tre 


ee 
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ir Pallı de la Barritre, Robert: Sur les formules de transtormatien dos int ; 
rales multiples. Norske Vid. Selsk. Forhal. 21, Nr. 7, 28—31 (1949). 

Pallu de la Barriere, Robert: Sur une göngralisation des formes dittöre 
rieures. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 21, Nr. 9, 35—37 ERSR 


Dans ces deux notes I’A. montre que on peut &tendre les rögles ic 


des formes nn ext6rieures aux a ‚Srterieügen 
>C en cr . a ‚. br Fi L, + ae hr 
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ei . - : 
“ 2 ) Bedingungsgleichungen nur » — 2 unabhängig, z. B. die folgenden, deren 
‚Erfüllung für ein totales Differential auf (2) notwendig und hinreichend ist: 


@&7,- SIE NETer3. .n- 1, T,- 
cz [7 . CLz 0x; 

gesetzt wurde. Die n— 2 Gleichungen (3) bilden ein vollständiges System, so daß 
sich (2) als willkürliche Funktion von zwei partikulären Integralen von (3) ergibt. 
Als Anwendung wird der Satz bewiesen: Ist F(z,.:... z,) integrierender Faktor für 
(1). so ist (1) ein totales Differential auf F = 0. R. Ullrich. 

Hodge jr.. P. G.: On the method of eharaeteristies. Amer. math. Monthly 
57, 621—623 (1950). 

Die Aufgabe, die m + n unbekannten Funktionen zu bestimmen, die einem 
System von n quasilinearen partiellen Differentialgleichungen 


(1) P3E + Bu] + Ile + Da ]= 8, i=1,...m. 


genügen x gleichzeitig durch m Enite Bedingungen 

(2) —hlE Y%U.---U, “=l,...,m, 

verknüpft sind, kann auf zwei Weisen behandelt werden. Entweder werden die 
- a Unbekannten v, aus (1) und (2) eliminiert, wobei ein System von r partiellen 

Differentialgleichungen mit ebenso vielen Unbekannten entsteht, oder jede der 

Gleichungen (2) wird partiell nach einer der unabhängigen Veränderliehen abge- 
- leitet, so daß ein System von m + n partiellen Differentialgleichungen mit eben- 
so vielen Unbekannten entsteht. — Verf. zeigt, daß die m + n Charakteristiken 
des letzten Systems die n Charakteristiken des ersten Systems enthalten und außer- 
dem m Charakteristiken von der Form dr = 0, dy = 0. Der Nachweis hierfür 
"wird erbracht, indem bei jedem der beiden Systeme die Gesamtheit der Charakteri- 
- stiken in Determinantenform angeschrieben und gezeigt wird, daß.die beiden Deter- 
E . minanten bis auf Potenzen von Faktoren dz und dy übereinstimmen. W.Quade. 
-  Gillis, Paul P.: Equations de Monge-Ampere ä quatre variables ind&pendantes. 
a a 7 36, 474484 (1950). j 

Be LEERE 
| u PP z z) continue dans omaine 

ae a est elliptique, pour z(z) de classe C, deu 


FE agree 
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bekannte Funktionen. Weiterhin Behandlung des Cauchyschen Anfangswert- 
problems für die (1) entsprechenden vollständig hyperbolischen Gleichungen. Die 
Integration wird mit Hilfe der Hadamardschen Theorie des endlichen bzw. logarith- 
mischen Anteiles, sowie der „Methode de descent“ durchgeführt. (Die hier benutzte 
‚Hadamardsche Theorie von einem etwas anderen Gesichtspunkte aus“ findet 
sich schon bei Courant-Hilbert, „Methoden der mathematischen Physik‘ Bd. II, 
Berlin 1937 Kap. VI; dies. Zbl. 17, 397. — Anm. d. Ref.). Die Verknüpfung der 
Hadamardschen Methoden mit der Idee des ‚2. Integralsatzes hyperkomplexer 
Funktionen“ geschieht analog dem entsprechenden Vorgehen von A.Kriszten 
(dies. Zbl. 35, 58). Karl Stellmacher. 

Gärding, Lars: On a lemma by H. Weyl. Fysiograf. Sällsk. Lund Förhdl. 20, 
Nr. 23, 250—253 (1950). 

Le lemme en question peut s’enoncer: toute solution generalisee (au sens de 
L. Sehwartz, Theorie des distributions I, Paris 1950 ; ce Zbl. 37, 73) u de l’&quation 
Au = 0 est une fonetion harmonique au sens usuel. L’A. en donne une d&monstra- 
tion qui permet d’&tendre le resultat & certains op6rateurs differentiels autres que 
le Laplacien. Sa methode est toute semblable & celle de l’ouvrage cite, ou on peut 
trouver un enoncee plus general (t. I, p. 136 et suivantes). Jacques Deny. 


Maple, Clair @.: The Dirichlet problem: bounds at a point for the solution and 
its derivatives. Quart. appl. Math. 8, 213—228 (1950). 

S’inspirant d’idees de caleul fonctionnel de Synge (ce Zbl. 29, 55) I’A. donne 
une majoration d’un type general qu’il applique au probleme de Dirichlet, pour 
la solution en un point interieur et pour la derivee normale ä la frontiere assez reguliere. 


Marcel Brelot. 


e Courant, R.: Dirichlet’s prineiple, eonformal mapping and minimal sur- 
faces. (Pure and Applied Mathematics. A Series of Texts and Monographs, Vol. 


III.) New York: Interscience Publishers, Inc. 1950. XIII, 330 p. $ 4.50. 
Das Dirichletsche Prinzip, das vor rund 40 Jahren nach seiner Rechtfertigung durch Hil- 
“ bert einen bequemen Zugang zu einer Fülle schönster Resultate in der Theorie des Potentials 
und der konformen Abbildung bot, hat in neuerer Zeit zum zweiten Male seine Kraft erwiesen 
Ti in einer umfassenden Bewältigung. des Plateauschen Problems, bei dem bis vor etwa 20 Jahren 
nur mühsame und unbefriedigende Fortschritte gelungen waren; als Spezialfälle wurden wieder- 
um alte und neuartige Probleme der konformen Abbildung mit gelöst. An beiden Phasen der 
Forschung war Verf. wesentlich beteiligt, und so wird man eine Zusammenfassung aus seiner 
. Feder aufs wärmste begrüßen, zumal sie die bekannten Vorzüge seiner Darstellungsart aufweist; so 
insbesondere den, dem Leser durch heuristische Betrachtungen Einblick in die mathematische 
Ba, Werkstatt und damit Anregung zu vertieftem Verstehen zu geben, selbstverständlich ohne jedes 
E: Opfer an Strenge. Naturgemäß beschränkt sich die Darstellung auf den zweidimensionalen Fall. 
ae — Die Arbeiten der verschiedenen Autoren über das Plateausche Problem weisen vielfach Über- 
E schneidungen und Parallelen auf; eine Zusammenfassung in Buchform mußte sich natürlich mit 
Br der Darstellung einer Entwicklungslinie begnügen. Verf. hält sich, wie dies ja auch dem Titel 
Br des Buches entspricht, an den von ihm selbst (und Tonelli) gewiesenen und begangenen und von 
seinen Schülern weiter verfolgten Weg, doch geben Text, Anmerkungen und Literaturverzeichnis 
die nötigen Hinweise auf andere Arbeiten. Man wird bis an die neueste Forschung herangeführt. 
— Ein Anhang von Schiffer gibt, ohne Vollständigkeit anzustreben, einen guten Einblick in 
die neuesten Entwicklungen der Theorie der konformen Abbildung. — Inhalt: Kap. I behandelt 
die Anwendung des Dirichletschen Prinzips zur Lösung der ersten Randwertaufgabe der Po- 
tentialtheorie. Es werden zwei Beweise gegeben. Einfachste Anwendungen auf einige Probleme. 
der konformen Abbildung beschließen das Kapitel. — Kap. II bringt die kanonische Abbildung 
mehrfach zusammenhängender Gebiete auf Parallelschlitzgebiete. Gebiete auf Riemannschen 
Flächen werden einbezogen: Als Bildgebiet erscheint ein schlichtes Parallelschlitzgebiet, dessen. 
‚Schlitze z. T. idealen Ränderzuordnungen unterworfen sind. — Kap. III handelt vom Plateau- 
"schen Problem in seiner ursprünglichen Form (abgesehen von der nicht tiefgreifenden Verall- 
 gemeinerung auf einen Einbettungsraum beliebiger Dimensionszahl): In eine gegebene einfach 
. geschlossene Raumkurve eine Minimalfläche einzuspannen, die eventuell noch der zusätzliche 
Forderung genügt, eine Fläche kleinsten Flächeninhalts zu sein. Heuristische Betrachtungen 
machen es wahrscheinlich, daß die Lösung identisch mit der eines „‚Dirichletschen“‘ Variations- 
problems ist, bei dem zugelassen sind alle im abgeschlossenen Einheitskreise erklärten Vektorä 
funktionen mit gewissen Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsvoraussetzungen, die den Ran 


= 
ei 
ar 
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auf die gegebene Raumkurve abbilden. Dieses Problem wird nun, unabhängig von den vorher- 
gehenden Betrachtungen, zum Ausgangspunkt genommen; die Existenz seiner Lösung wird 
gezeigt und diese nachträglich als Minimalfläche kleinsten Flächeninhalts erwiesen. Für die 
zweite Eigenschaft sind Theoreme der konformen Abbildung nicht zu entbehren, wohl aber für 
den Beweis des Minimalflächencharakters, der auch durch Betrachtung der ersten Variation des 
Dirichletschen Integrales erkannt werden kann. Diese führt übrigens auch zu einem äußerst 
einfachen Existenzbeweis für eine Lösung des Problems, nach einer der Methode des ‚„‚steilsten 
Abstiegs‘‘ nachgebildeten Überlegung, doch kann die so gewonnene Lösung nicht als Fläche 
kleinsten Inhalts erwiesen werden. Eine Reihe ungelöster Probleme werden erörtert. Kap. IV 
ist dem Problem von Douglas gewidmet; damit ist die. zuerst von Douglas gelöste Verall- 
gemeinerung des Plateauschen Problems gemeint, bei der eine beliebige Anzahl von Raum- 
kurven zugrunde gelegt wird, indie eine Minimalfläche von vorgeschriebener topologischer Struk- 
tur (Eulerscher Charakteristik und Orientierbarkeitscharakter) eingespannt werden soll. Nicht 
immer kann eine Lösung erwartet werden, da die Gesamtheit der zur Konkurrenz zugelassenen 
Flächen Grenzflächen besitzt, die ausgeartet und daher nicht mehr zulässig sind. So konzen- 
triert sich hier das Interesse wesentlich auf die Frage nach Bedingungen für die Lösbarkeit. 
Die wesentlich neue Seite an dem Variationsproblem ist die, daß nicht allein die zur Konkurrenz 
zugelassenen Funktionen, sondern auch die Definitionsgebiete veränderlich zu wählen sind: 
Für sie ist eine Gesamtheit zuzulassen, in der es zu jedem nach den topologischen Forderungen 
zulässigen Gebiet ein konform äquivalentes gibt (was indes nicht von vornherein bekannt zu 
sein braucht). — Kap. V behandelt Anwendungen der vorstehend erörterten Methoden auf 
Probleme der konformen Abbildung: Wenn sich die Dimensionszahl des Einbettungsraumes 
auf 2 reduziert, so ist die Frage die nach der Möglichkeit der konformen Abbildung des von den 
gegebenen Kurven berandeten mehrfach zusammenhängenden Gebietes auf eines aus der Schar 
der Parametergebiete (natürlich handelt es sich hier nur noch um einseitige Flächen des Ge- 
schlechts 0). Auf diesem Wege werden bewiesen: Das Kreisnormierungsprinzip; die Möglichkeit 
der Abbildung auf ein Gebiet aus einer sehr viel allgemeineren Klasse: an Stelle der Kreise treten 
dabei irgendwelche konvexen Kurven, die abgesehen von einer Ähnlichkeitstransformation 
und einer Translation vorgeschrieben sind (für zwei Randkomponenten können noch schärfere 
Vorschriften gemacht werden; vgl. die bekannten Normierungsmöglichkeiten eines Kreisbereichs); 
ferner die Möglichkeit der Abbildung auf mehrblättrige Kreisscheiben. — Kap. VI behandelt 
noch, ziemlich gedrängt, zwei Fragen, deren Lösung bisher noch längst nicht so abgerundet ist 
wie die der vorigen: Die Frage nach der Existenz von Minimalflächen, deren Rand nicht voll- 
ständig vorgeschrieben ist, sondern zum Teil (oder, bei gewissen Zusatzbedingungen, ganz) auf 
gewissen Mannigfaltigkeiten von einer Dimensionszahl k mit 2 < k < m (m: Dimensionszahl des 
Einbettungsraumes) varriieren darf. Ferner die Frage nach der Existenz von instabilen Mini- 
malflächen, also solchen, deren Inhalt kein (absolutes oder relatives) Minimum ist. — In dem 
bibliographischen Anhang vermißt man den Namen Hilbert. — Der Anhang von Schiffer 
umfaßt drei Abschnitte: 1. Greensche Funktion und Randwertprobleme. 2. Das Dirichletsche 
Integral für harmonische Funktionen (es handelt sich dabei vorwiegend um Fragen, die sich 
um die Bergmannsche Kernfunktion gruppieren). 3. Variation der Greenschen Funktion. 
Helmut Grunsky. 


Variationsrechnung: 


Magenes, Enrico: Sul minimo relativo degli integrali di Fubini-Tonelli. Giorn. 
Mat. Battaglini 79, 144—168 (1950). a 


L’A. considere l’ensemble des couples de fonetions absolument continues (courbes ordi- 
naires CO) y=y(a,a<xz<b; y = y,(2), c<z< d, donnant une valeur finie & lintegrale 
b.d 


Bla] = [ S t(& 2, yı(®), ys(2), Y, Y) de de, F possedant des derivees secondes continues 
ac SE 


en les y,, y;. La courbe C appartient au voisinage (0)? de C [y(@), asx< b SAHNE ER 
9%, 9, eontinues] lorsque |y,(2)— 7ı(2)| So en tout point de [a,b] et si, ‚Dresgue partout, 
Iyı (2) — Yı(x)| < oe. Idem pour y,(z). Une courbe € appartenant a une famille K de courbes 
€ fournira un minimum relatif faible de I[y, y,] dans K, s’il existe un nombre 0 > 0 tel que, 
pour toute CE K et de voisinage (o)? de C, Von a I[y,, 9] > I[Y,, 9]. L’A. determine des 
conditions necessaires et des conditions suffisantes pour le minimum faible dans la classe K 
des courbes ordinaires © & extremites fixes: y,(a) = Yıla), A(b) = Yı(b); Yale) = Yr(e), 
y,(d) = %,(d). Conditions necessaires: I. CO doit &tre solution du systeme d’equations 
integro-differentielles 

nl 


 constantes B,, sont convenablement choisies, il y aura unicit6 de la solution q 


‚ type de Fredholm. L’A. considere le cas particulier oü les fonctions Im(%) 
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LI. f Tre (2, 2,91 Yo» 91, 95) d&> 0, pout tout x de [a,b], ) I y: (x,2, 4 9,91, %)de 2 0, pou 
and = # 2 Ya 


tout z de [c, d]. III. Certaine integrale double 1,[%, Y N, 72], ealeule de long de ©, doit &trı 
non negative, pour toutes les variations [7, (X), 7,(2)] admissibles: 7, (a) = m (b) = n2(e) N2(d) 0 
Si nı(&), ns(z) possödent des derivees secondes continues, la condition J, > 0 entraine qu u 
certain probleme lineaire et homogene: J,[n, 12] +4: =, = 1,2, m(a) = (b) = 0 
ns(6) = ns(d) = 0, ne possöde de valeurs propres negatives. Les equations J; [N 72] = 0 som 
des equations integro-differentielles linsaires. — Conditions suffisantes: On suppose qu 
F possöde des derivdes partielles jusqu’a l’ordre 4 au moins, que (' remplit la condition Ietk 
condition striete II’, ce qui entraine pour © d’etre de classe 2. Se fondant sur des resultats dı 
W. T. Reid (ce Zbl. 19, 28) YA. etablit que la condition necessaire et suffisante pou: 
I,(0, 19) > 0, est que le probleme auxiliaire III ne possede que des valeurs propres non ne 
gatives. De plus, les conditions I, IT’ et III’: la plus petite valeur propre du probleme associı 


a O, est positive, sont suffisantes. — Les m&mes resultats s’öetendent immediatement au cas d 
bb 

Vintegrale I/[y] = | f l@,2,y(8), y(@), y’(&), y (2) dx dz. L’A. montre, par un exemple 
a a 


que, contrairement au cas classique, l’on ne peut tirer aucune conclusion sur le signe de la va 
riation seconde, de l’existence d’une solution non nulle de l’&quation de Jacobi. Th. Lepage. 

Niekel, K.: Lösung eines speziellen Minimumproblems. Math. Z., Berlin 53 
21—52 (1950). 

N etant un espace vectoriel sur les nombres reels, N, un sous-espace, on suppOSe 
qu’il existe deux op6erations de composition, notees *, X, homogenes et additive: 
pour les sommes finies et telles que pour tout FER et pour tout gef, f*g e 
fZgEeNR avec (f,g*h)=(fih,g). Pour simplifier cette expression est not& 
(f, 9, h). On suppose en outre que St, possede un el&ment neutre e: fre=f}e=f 
— L’A. considere tout d’abord le probleme du minimum de (f, f) avec les condition: 
aualisires# (All he A HB eh sn eh rc Nimm 2.08 
oü les A,, B,, sont des nombres reels, g,, et h,, respectivement des el&ments arbitraire 


ment choisis dans R, et R. — Le minimum sera un elöment FER sil existe une 
expression 

N j M 
(D): = ht = m re 


a coefficients constants reels a, b,, remplissant les conditions (A) et (B) et de plus 
M 

telle que (E): (# Ke—2 >y b,„ an) > 0 pour tout ke, Si designant l’ensemble 
m= 


des el&ments de R tels que (k,h,)=0; (f,k,g,) + (k, fg) + (k,k,g,) = 0 
Si l’inegalite (E) a lieu au sens striet, pour tout k +0, ke, f’ sera l’unique solutior 
du probleme. Inversement, si ER est une solution et si les el&ments f’xg, + 
Fin Rh, (m=1,2,..,M; n=1,2,...,N) sont lineairement ind&pendants 
f' possedera une representation du type (D) et la condition (E) sera remplie. — L’A 
applique ensuite ce resultat au cas ol N designe l’espace des fonetions Lt # 


l’ensemble des fonctions absolument eontinues dans l’intervalle (0, x), pour &tudie) 
m nn 


le minimum de l’integrale Je {N f(x) f(y) S(, y).de dy avec les conditions auxiliaire: 
00 


So h,(y) S(z, y)dedy= A,, SSrorw Im(y) S(z, y) dedy= B,,; N i 


ER 0 A Say) = —1og (sin 244 sin ZEN). Si le 


sera fournie par la resolution d’une &quation intögrale de seconde espece, 


des polynomes trigonometriques, cas oü l’equation de Fredholm est particulierem 
simple; les cas oa M =1, g,(x2)=cosa, N> 0 est completement analyse. 
Th. Lepage. 
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Besicoviteh, A. S.: Parametrie surfaces (II): On surfaces of minimum area. 
| er. London inath. Soc. 23, 241—246 (1949). 

(Teil I, II, IV s. dies. Zbl. 37, 42, 43.) Mit dem im Titel genannten spezielleren 
' Problem hat sich Verf. bereits früher befaßt (dies. Zbl. 38, 264); er ist aber durch 
seine neueren Ergebnisse von Teil (I) und (II) seiner Theorie der Parameterflächen, 
‚insbesondere durch das Halbstetigkeitstheorem für Carath&odory-Hausdorffsche 
‚ Flächeninhalte in die Lage versetzt worden, den Existenzbeweis für Minimalflächen 
; mit vorgegebener Parameterrandkurve wesentlich zu vereinfachen. 

Hugo Hadwiger. 

Dungen, F.H. van den: Sur Papplieation du caleul des variations en me6eca- 
nique des fluides. Colloques internat. Centre nat. Rech. Sci. Nr. 14 (Möthodes de 
calcul dans des problemes de m&canique, Marseille 30. 3.—6. 4. 1948; Paris 8.—9. 4. 
1948), 88—96 (1949). 


Vorgelegt sei ein System von Differentialgleichungen (1) F,=0 ii =1,...,m) 
für die (endlich vielen) unbekannten Funktionen yl, y2,... der unabhängigen 
_ Veränderlichen x,, 3, .... Verf. untersucht, ob (1) als Eulersche Gleichungen des 


Variationsproblems f Ldr = Min. (L Funktion der x,, y’ und deren Ableitungen, 
dr Volumelement) aufgefaßt werden kann. Zunächst wird festgestellt, daß jedes 
System (1) aus einem solchen Variationsproblem herleitbar ist, wenn in Z außer 
den y! noch weitere Funktionen £? enthalten sind. Ferner zeigt sich, daß man ohne 
Hinzufügung der Ö? auskommen kann, wenn mit 7, = ö y? die Ausdrücke öÖF, = f;(n) 
selbstadjungiert sind. Für eine in der Mechanik wichtige spezielle Gestalt der F, 
wird bewiesen, daß diese Bedingung auch notwendig ist. Es folgen eine Reihe von 
Beispielen aus der Hydromechanik und Bemerkungen von Bouligand und Darrieus 
zu der vorliegenden Arbeit. Karl Maruhn. 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: Be 3 


Sehubert, Hans: Über eine lineare Integrodifferentialgleichung mit Zusatzkern. 
Ber. Verh. Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, math.-naturw. Kl. 97, Nr. 47, 52 8. (1950). 
Untersucht wird die in der Theorie des endliehen Tragflügels öfters auftretende 


Integrodifferentialgleichung m. 2 
E f 1 IT df 1 & uni 
10) = hd) [vo iR HK0,0 3). . >20). ie 

(0) Se 

Vorauss.: g und A absolut integrierbar und bis auf endlich viele Stellen stetig, ee 


adratisch integrierbar, Riemannscher Integralbegriff. — Gesucht sind alle Lö- 
ugen 18). — in 0 —_ an Rue sind, an den Intervallenden a 


in rail einer ee genügt. — Durch eine , geeignete en Be 

ie Aufgabe auf den ganzen Kreis ausgedehnt. Faßt man dann f(d) als Randwert 
einer im Außengebiet des Einheitskreises area Potentia Ifunktion. pr, (2 auf, 
= erhält man die 3. ee 5, 


a0] - er en #[% v]20. Ka 


ko) orsk hund r „gesehen sind. Der Be = =, k= us 
bl. f. Mech. 6 bestimmte 
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gelöst. Mit der Lösung dieses Problems wird dann gezeigt, daß auch der allgemeine 
Fall eindeutig lösbar ist und seine Lösung durch sukzessive Approximation ge- 
wonnen werden kann. Vorausgesetzt wird dabei, daß der Zusatzkern K einer nume- 


risch leicht entscheidbaren Bedingung genügt. — Überdies werden noch einige 
Hilfssätze über das Verhalten der Ableitungen 1. Ordnung des Poissonschen Inte- 
grals bei Annäherung an den Rand bewiesen. H. Söhngen. 


Charasov, D. F.: Über lineare Integraigleichungen mit verallgemeinerten Ker- 
nen vom Martyschen Typus. Akad. Nauk Gruzinskoj SSR, Trudy Tbilissk. mat. 
Inst. Razmadze 17, 47—60 und grusinische ee 59 (1949) [Russisch]. 


Es handelt sich um Integralgleichungen: u(x) — je (24340 y)ayENV: 


Dabei sei T ein Intervall im n-dimensionalen Baihäibehen Baum. 6 (2% Al 
Mm 


= G,.(x, y) A®. Die Funktionen G,(x, y), k= 0,1,...,m, seien komplexwertig 
und quadratisch integrierbar. Der Kern heiße vom Martyschen Typ, wenn es einen 
positiv definiten Hermiteschen Kern H (x, y) gibt, so daß die Funktionen P,(x, y) = 


[H(z, t) G,(t, Y) dt, k = 0,1,...,m, gleichzeitig Hermitesche Kerne sind. Verf. 
f 


gibt Bedingungen dafür an, daß Integralgleichungen mit derartigen Kernen Figen- 
werte besitzen, und beweist Sätze über die Verteilung der Eigenwerte in der kom- 
plexen Zahlenebene. x Walter Thimm. 
Musina, S. S.: Angenäherte Lösung einer Klasse nichtlinearer Integralglei- 
chungen. Mat. Sbornik, n. S. 27 (69), 171—174 (1950) [Russisch]. 
Es handelt sich um die a 


R[u(2)] = u(« al Kanu (W)ay= 0. 


Das Gebiet @ werde durch die Un KERZE u: ER vl s ZI 
bestimmt. In @ gelte: |K (x, y,u,)— K(z, y,u)| <SC|u,-%|, K(z,y,u) > 0,. 
oKjou >0. Es sei A>0. Die Funktion »(x) heiße „Oberfunktion“, wenn in 
<a, b» R|p(x)] = 0, und „Unterfunktion“, wenn in <a,bd) R[p(z)] < 0 ist. Es. 


Bel) za Kl Yet, n-1( Y)dy,n=1,2, . Wenn 9,(x%) Oberfunktion en 


B 


Bi so sind auch Re )»+ +. Pn(%)5 ... Oberfunktionen; wenn %,(2) Unterfunktion ist, 
so sind auch yı(@),:.., Ynl@)ı--- Sr age: und es gelten die Fr 
ehungen: la) >al) 2 > Erin) m >yute >. 

Y,(2) >yy(x). Hier ist @(x) die Lösung ; Integralgleichung: R[u(2)] = 0. 
Die Folgen der Oberfunktionen und Unterfunktionen konvergieren gegen die Lösung 
u(&). Mit der Ba Methode kann die Lösung der Integralgleichung: 


E: [u (2)] = (x) —A / K(x, y) F(y, u(y)) dy = 0 bei folgenden Voraussetzungen 


N, dehnt werden: °K (x, y) sei stetig für a<x <b, a<y<sb; K(z, Yy) 0. 
ns ee einem Gebiet: a <x <b, y,(z2) <y <gpolR) (N [yolz)] < 0, Npsl 2)] > 
B ‚sei F(x, y) stetig und nach y differenzierbar ; es sei oFfey >0. Walter Thimm. 
Be Bykov, Ja.V.: Zum Problem der Eigenfunktionen nicht-linearer Integral 
 gleichungen. Doklady Akad Nauk N n. SS 72, zer Ba 


SW 


Die EL unsezs Zuladung: 


v 


u in 2 . i 


ut, =): oma 
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Theorie der linearen Integralgleichungen zugelassen sind. Die Funktionen Im © 
füllen die Voraussetzung: f,,(v, Bere) Et für at SR 
Gezeigt wird, daß diese Integralgle Fon uhter einer Reihe von weiteren Voraus- 
setzungen für die Funktionen f,, unendlich viele Eigenfunktionen besitzt. Diese 
Voraussetzungen sind z.T. Differentiations- und Integrationsbedingungen ; u. a. 
wird verlangt: 


ey) or, 
— Fultztı ET RER ea EHER. EG 
Fürs. .2,...2.3 8, 


Walter Thimm. 


Mitra, 8. €. and A. Sharma: On certain self-reeiprocal funetions. Ganita, 
Lucknow 1, 31-—38 (1950). 


S. Ramanujan bewies [Messenger Math. 44, 75—85 (1915)[ die Gleichungen 


ee‘ u) 3 7 
(A) VB > (Her DIR [an 1BI=Ya Een DR Lane], ß=F, 
n=1 n=1 
00 an 
(B)  YP = ce Rlen dp =)e = Ir fan 1a], ap is 
wo F,(u) = /— [ Fit) eos ut dt, — = ET )sinutdt das Fouriersche 
IT 0 IE 


0 


Cosinus- und Sinusbild (F.C.B. und F.S.B.) von f(t) vorstellen. In (B) setzen 
Verf. x=1, 5=n/2 und mit den üblichen Namen Besselscher Funktionen 


9 a2 ver 
— ee 7 A Me Br =1 2 12 1: ] h di R ih 
fit) = In(tz) — Lolte), L,(e) = ;, Sin(z cos 6) d9; dann erweist sich die Reihe 


5 — 1)”147|(2n —1) E als ihr eigenes F. S. B. — Sie setzen zweitens in (A) 
n= | 


It) = J3 (Vz IE t/4) 7; (Vz x 1/4) und benutzen die Darstellung f(a/Yx) = 
= . 
Ic f K,(2zy)(1 +9?) dy, ferner ein früheres Ergebnis von Mitra (dies. 


9] 


Zbl.33,186)über dieC.-Abbildung derFunktion 8 (—1)!2r=V/31K, ® n—1) Vr «/2] 


n=1 


ww =; 
‚in sich selbst; so finden sie auch bei der Reihe =y (— 1)[Er—VI3] f(2n — 1) die- 


selbe Eigenschaft. Ähnlich zeigen sie, daß wenn f(x) = te (Vr2/2) - Y. (Yr x/2)] 


ist, die Reihe (=) 3 (— 1)[@rZD/3] Ff(2r —1) x] ihr ER S. B. ist. — Die bei den 


Beweisen vorgenommenen Vertauschungen der Integrationsfolge in Doppelintegralen 
und die gliedweise vollzogenen Integrationen unendlicher Reihen werden gerecht- 
fertigt. — G. N. Watson hat die Integralgleichung aufgestellt [Quart. J. Math., 
_ Oxford Ser. 2, 298—309 (1931); dies. Zbl. 3, 302], der die Funktion f(x) genügt, 


wenn die Reihe B3 (— 1)"1f[(2n» —1)x] ihr eigenes Bild bei der Hankelschen 
| BR 


- Abbildung der Ordnung » ist. Soll dasselbe für = (— 1ER =D] Ff2n— 1) a] 
h Sr so genügt, wie Verff. zeigen, f(x) der Talagieleläifiung =: 


nen — ef ji (zt)V2 J,(zt) cos, iW) Zu dt dy. 


Sie schließen mit dem Beweise ar, daß die Reihen 


3 (en (7, [en - 12 Y2ja] - Zu lan - 1) zV2Rl), 


n=1 
57 (- 1)" =1K, [(@n — 1) (a2)? @] 
Fe 
Jhre eigenen 8. B. sind. Lothar Koschmieder. 


- Agarwal, R. P.: Sur une gön6ralisation de la transformation de Hankel. Ann. 


Soc. Sei. Bruxelles, I. Ser. 64, 164—168 (1950). 
Verf. a die Hankelsche Abbildung = A.) 


(a) fa) = Pr VryJılzy)gly)dy, (b) gie) = 5 eye dee 


indem er den Kern der Integralgleichung durch rg ee ZI (22/4) ersetzt, wo ge 1 
die Bessel-Maitlandsche Funktion 


NS co" Ds j 
Ad= I rariten n>0, 


bedeutet; mit 4 =1 kehrt man zur H.A. zurück. Verf. beginnt mit folgendem i 
; 


. Hilfssatz: RE fp=*) C h(x), dann ar falls u>0 undRea>—1, 


AR 2 . | pt ln co) CH Ss, h(s) el (s zur) ds, 


(A) Ma) = N (a IE I ala) dw, 


— das Integral als konvergent en Auf dieses sein Ergebnis gestützt, beweist 


Verf. den Be die Beziehungen (a), (b) verallgemeinernden Satz: Ist 


ee - 
—1 ER DN a da Pl yon 


= O(e=®) für große und 9(2) = O(x") für kleine eT ist, wo 
 Re(n+4+ 3/2) >0 und Reu>0, Rei ei { £ 
N ( ER Verne a Se iR 9 heiße ein a ertes. 


( unklisren (B. F) Geier Dr er ee zum 
on oo. ee angeführt se seien: Re 


y(u,t)=a, us=£ aufden Typus der Fourierintegralformel gebracht und in dieser 
Gestalt nach passender Zerlegung bewiesen. Ve Timm Bödewadt. 
Fjeldstad, Johan Ekman: Etwas über den Fourierschen und Fourier-Bessel- 
schen Integralsatz. Norsk mat. Tidsskr. 32, 42—46 (1950) [Norwegisch ]. 
Formale Herleitung des Fourier- Besselschen aus dem Fourierschen Integral- 


satz, mit einigen Anwendungen der Umkehrformeln, z. B. zur Darstellung der nullten 
oo 


Besselfunktion als Je) = J sin zt(t? — 1)? dt. Uwe Timm Bödewadt. 


Bose, S. K.: Some Ri properties of generalised Laplace transform. Bull. 
Caleutta math. Soc. 42, 199—206 (1950). 


Die Funktionaltransformation @(p) = p ER (2x pP)? W, „(2p x) h(x) da wird 


als Whittaker-Transformation bezeichnet, und Vert. benützt für sie die Bezeichnung 


o(p jehf2). Sie ist eine Verallgemeinerung der Laplaceschen Transformation, 


da für k=4, m=-} die Relation (2x p)-+ W, x, (2xp) = e®* gilt. Eine 
Reihe von Eigenschaften dieser Transformation wird bewiesen, und zwar beweist 
Verf., daß alle rekursiven Eigenschaften, welchen die Whittaker- Funktlänen wm) 
genügen, auch Eigenschaften der Transformierten von x’f(x) sind. 
Stefan Fenyö. 

Bose, $. K.: On Whittaker transform. Bull. Caleutta math. Soc. 42, 207—212 : 
1950). 4 
Verf. beweist eine Folge von Formeln bezüglich der Whittaker- Transformation. 
Ist z.B. f(x) =0O(2“) (x —0) und 


ee fx), vl) 27 a MW, 2 Ph Be 


0 Ist Ron im ID) = / SM1—2 1y(s) > falls Re(u, ne Er » >Re(m,) >0. 


Aus diesem Satze folgt: Wenn Pa gm (2); dann ist 


= 
nz 


gr = 


Fu m (P) = u ia (p Ks) I + s) ds 


hr 


R Ehe (p) >0; Re(m,) > 0; Re(n) <0]. Der Satz ist eine Verallgemeinerung einer 
bekannten. Kigenschat der Laplace-Tr ansformation. Weitere Sätze ähnlichen 
Charakters werden BR prent s Segen Stefan Fenyö. 


zer 


unktionalanalysis. Abstrakte Räume: 0 Eier ee 


Fa Miranda, 0: Risultati coneernenti ae "dolle. equazioni funz 
2 dovuti alPIstituto Nazionale per R en del Caleolo. ‚Rend. Mat 
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Livsie, M. 8. und V. P. Potapov: Der Multiplikationssatz der charakteristischen 
Funktionsmatrizen. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. S. 72, 625—628 (1950) [Rus- 
sisch ]. 

Fortführung der Untersuchungen von Livsic (vgl. vorsteh. Ref.). Die charak- 
teristische Funktionsmatrix Wy(£) wird durch Wahl der Koordinatensysteme in 
D und PD’ so normiert, daß T, = W;(0) eine Diagonalmatrix t = ||A,ö,,|| mit 
nichtnegativen, nichtfallend orale Eigenwerten ),+1 wird. Die Matrix 
J= ||e,ö,,|| mit e, = sgn (1 4) erzeugt eine nichtdefinite Maßform, mit deren 
Hilfe ‚J- nichtstreekende“ und „J-unitäre“ Matrizen erklärt werden; alle Wr(£) 
sind J-nichtstreckend. Rang und Signatur von J werden dem Operator T als 
Invarianten zugeordnet. Es gilt nun: zu jeder Funktionsmatrix W, (2), die im Innern 
des Einheitskreises meromorph ist und zu einer Matrix t in den angegebenen Be- 
ziehungen steht, gibt es einen und bis auf unitäre Aquivalenz nur einen quasi- 
unitären Operator T so, daß W,(&)= Wr(£) ist; W»(£) ist durch T eindeutig be- 
stimmt. — Weitere Aussagen beziehen sich auf das Spektrum von T und auf in- 
variante Teilräume 9, von T (d.h. 79, =&%,). Ist 9, invariant bei 7, dann 
9 8 9, bei T*; es ergibt sich eine Zerlegung des Operators 7 in zwei quasi-unitäre 
Operatoren 7, und 7,, als deren „Verkettung‘‘ T bezeichnet wird. Unter bestimmten - 
Bedingungen gilt dann für W»(£) eine Produktdarstellung, worin W,(&) und W7,(©) 
als Faktoren auftreten. Franz Wecken. 

Potapov, V. P.: Über holomorphe, im Einheitskreise beschränkte Funktions- 

 —  matrizen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 72, 849—852 (1950) [Russisch ]. : 
I; er (Vgl. vorst. Ref.) Verf. knüpft an die früher von LivsSic [dies. Zbl. 31, 167, 
® Formel (1)] benutzte Produkt- und Integraldarstellung für in |Ü| <1 beschränkte 
analytische Funktionen A(£) an und beweist eine Verallgemeinerung dieses Satzes 


2 . 

TR für eine beliebige in [2 <1 regulär-analytische Matrix W(£) von endlichem 

2 Grad m und mit W W* <I (I = Einheitsmatrix). An die Stelle von ee 

Br : EZ k = 
Er ertritt T-2,)* (Ei —ENI-Exhyt(I—a£x)tu, wo- x, und u, Matrizen, 


u, unitär, /—x,2%; und x,u, positiv-definit sind ; die Faktoren sind nicht not- 


wendig eindeutig bestimmt. An die Stelle von exp ( ER .) tritt ein multiplikatives 
ir > i8 (t) 
Ge ‚Integral (vgl. Masani, dies. Zbl. 37, 38) Sul ne dEit ] ‚. wo E(t) eine 


73 BII0 
in t monotone Hermitesche Matrizenschar ist. Franz Wecken. 


Klee jr., V. L.: Some characterizations of reflexivity. Rev. Ci., Lima 52, 3/4, 
1523 (1950). | 
(et artiele comprend trois parties complötement separees. 1"e partie: Utili 
 sant l’existence dans un espace de Banach non reflexif d’une suite decroissante 
 d’ensembles convexes fermes bornes sans points communs, I’A. &tablit plusieurs | 
criteres interessants de reflexivite: par exemple : E est röflexif si et seulement si 
your tout espace de Banach E, topologienement isomorphe A E et toute forme line: 
\ire continue sur E,, le maximum de fsur la sphere unit& de E, est atteint. 2°me part; ie: 
Il existe un espace topologiquement isomorphe a (m) et qui n’est isomorphe (en 
ri nt qu’espace norm6) A aucun espace dual. 3°me partie: Si E est un espace | 
 Banach separable, il existe un hyperplan de E qui ne contient aucun sous-es 
E ferme de dimension infinie. as Jacques Dix 


— Nakamura, Masahiro: A proof of Mr Hahn-Birkhoit thoorem. Noi 
B inach space. X. Proc. Japan Acad. 26, Nr. 10, 2-10 (1950): 

Suite d’un article anterieur [Töhoku. meh, I0lz 100108 ( 

Be RE röti | 
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a pose: P= (x 0 <y<s<|x|—f(y) >; M= kl <y<lelofy)<0; 
= (0 <y<]|x2|—f(y) = 01. Si P, M, N sont des ‚ideaux Klee de 
somme directe E. Jacques Dixmier. 

Aoki, Tosio: On the stability of the linear transformation in Banach Spaces. 
J. math. Soc. Japan 2, 64—66 (1950). 

A la question de savoir si, &tant donnee une transformation presque linedaire f 
d’un espace de Banach E dans un espace de Banach E’, il existe toujours une trans- 
formation lineaire de E dans E’ qui approche f, Hyers [Proc. nat. Acad. Sei. 
USA 27, 222—224 (1941)] avait donne une reponse affirmative et d&montre que la 


fonetion lineaire @(x) = lim f(2” x)/2" qui approche f est unique. — LA. 
N— 00 

demontre que cette proposition est encore valable lorsqu’on prend les definitions 
suivantes, plus are que celles de ee 1. ,„f est presque lindaire‘“ si 
Ife+9) — fl 2 <K(||x|P + RAIDER ner e >20,0 sp<[1, quels que 
soient x et y ns u RR: ehe Fasi IIpt« a)|| <K ||x||? pour tout x 
dans E. La fonction Be p qui repond A la en N d’ailleurs celle du th&oreme 
de Hyers. A. Pereira Gomes. 


Balanzat, Manuel: Das Differential in affinen metrischen Räumen. Math 
Notae, Rosario 9, 29—51 (1949) [Spanisch ]. 

L’A. donne une definition de differentielle pour les fonctions definies et & 
valeurs dans les espaces metriques affines (aux sens de M. Fr&chet, Les espaces 
abstraits, Paris 1928, p. 144), dont la metrique est invariante par le groupe des 
translations. Il prouve que cette notion possede les proprietes fondamentales de 
la differentielle d’une fonction dans l’Analyse celassique et contient comme un cas 
particulier la definition de Hadamard-Frechet, lorsque les espaces consideres sont : 
des espaces normes. A. PereiraGomes. 

Frostman, Otto: Sur les distributions veetorielles de masses. Fysiograf. 
Sällsk. Lund Förhdl. 20, Nr. 17, 192—198 (1950). or EN, 

L’A. considere l’espace hilbertien (non complet) des mesures vectorielles 


line: Us) definies dans R3, d’6nergie (newtonienne) finie, c’est-A-dire pour 
lesquelles EEE 


al? er - IH IX-YFrauR)- dan) <c. 


En posant. AR) = „SKR-rrtan, Gnsas 
Le) = ee ktnp [div A)? ax, | = 
 formule qui, etend aux mesures Tentorielles d’energie finie un resultat denuepee Se 
ES. C. Evans (ce Zbl. 11, 212) dans le cas des mesures scalaires. En partieularisant 
m on en tire diverses formules simples utiles en electromagnetisme, dont certaines sont 
classiques mais trouvent ici un champ de validite etendu. J acques Deny. 
Yosida, Kösaku: An extension of en u ‚Proc. J: 
Acad. 25, Nr. 9, 1—3 (1949). je 22 
Sind die Zustände eines le are Pinkee x eines Riemannschen Baumes 3 
undist P (s,254 E) die Übergangswahrscheinlichkeit von x zur Zeit sin die el-- 
Menge EC 2 zu einer a Ze b dann bilden die durch Bel x) = 


fahr Flaba a 
N ‘ 


I 


Raumes ı von reellen stetigen Funktionen fk 


. 2. B. zur konfluenten hypergeometrischen Funktion, mit der man die allgemeinen 
Glieder in der Entwicklung ausdrücken kann. Den Schluß der Arbeit bilden zwei 
Beispiele aus dem Gebiete der Wellenausbreitung, wobei man durch Anwendung der 


gelangt. 
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in der Gestalt OU ‚Jos = — 4, Derr angesetzt und — unter einer gewissen Bedin- 
oung — eine Gestalt des entsprechenden nichtbeschränkten Operators A, abgeleitet. 
| Tibor Szentmärtony. 
Praktische Analysis: 


® Gans, J. de: Differentialrechnung, Interpolations- und Näherungsmethoden. 
Mit einer neuen Methode für die Berechnung von reellen Wurzeln einer Gleiehung 
höheren Grades. ’s-Gravenhage: Martinus Nijhoff 1949. 85 S. f 4,— [Holländisch]. 

Selmer, Ernst 8.: An approximate formula for /(z). Norske Vid. Selsk. 
Forhdl. 19, Nr. 7, 22—24 (1947). 
ee) > RE En PER = ad ı a3 Zr ea(2»r), a(z,n) enthält ein ee 
das mit Hilfe der Stirlingschen Formel in für numerische Zwecke brauchbarer Weise 
abgeschätzt wird. Erwin Kreyßig. 

Clemmow, P. €©.: Some extensions to the method of integration by Steepest 
deseents. Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 241—256 (1950). 

Wertet man Konturintegrale = D(z)exp{ky(z2)}}dze mit der Debyeschen 


Sattelpunktsmethode (integration by steepest descents) aus, so gelangt man zu- 
a 


nächst auf Integrale der Form ei f(})exp(-k22)d), an deren Stelle man 
ö 


Fi f(})exp (—-kJ2)dA behandelt. Erfüllt dabei f(}) gewisse Bedingungen, dann 
ö 


existieren nach dem Watsonschen Lemma asymptotische Entwicklungen im Sinne 
Poincares nach fallenden Potenzen von k, sofern k genügend großist. Vorliegende Arbeit 
bringt durch Einführung der sog. partiellen asymptotischen Entwicklung Erweite- 


rungen in zwei Richtungen, in denen bisher Schwierigkeiten auftraten. (I) |a| ist 
a oo 


klein, so daß nicht ohne weiteres von F zu f übergegangen werden kann. Die 
Ö Ö 
Fehlerglieder enthalten den Faktor exp (—ka?). (II) Der Konvergenzradius von 
f(A) ist klein. — Es wird in f(2) = 53 fm(2) + R, der Ausdruck 2/,,(2) als eine 
'm=0 


partielle asymptotische Entwicklung bezeichnet, wenn für alle n der Ausdruck 
2 R„>0 für |2|— 00. Man kann diese auffassen als eine geeignete Gruppierung - 
von Gliedern in der gewöhnlichen asymptotischen Entwicklung. Es besteht eine 
gewisse Ähnlichkeit mit den von Airey [Philos. Mag., VII. S. 24, 521—552 (1937); 
dies. Zbl. 17, 256] gebrachten Gedankengängen. Die Theorie des Watsonschen 


‚Lemmas und eine-auf Jeffreys zurückgehende Restgliedabschätzung können — 


soweit notwendig — auf die partielle asymptotische Entwicklung ausgedehnt werden. 


[0 0] 
Zur Erledigung von Fall I wird auf I. die Methode der partiellen Entwicklung an- 
[7 


gewandt. Im Falle II wird f(A) = g(A) h(A) gesetzt, wobei h(A) die nahe dem Ur- 
sprung gelegenen Singularitäten enthält. Für beliebiges (A) scheinen keine dem 
Watsonschen Lemma entsprechenden allgemeinen Aussagen möglich zu sein, wohl 
aber in speziellen Fällen. Man gelangt im Falle des Integrals 


R | Som a +2? exp (- Ra 


es 


Fourier- oder Laplacetransformation zu den zur Diskussion stehenden Integralen 
i Heinz Unger. 


ih 


Km a 


E 
3 
E 


Bi: - 
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a 
Seorer, R. 8.: Numerical evaluation of integrals of the form I — [ fix) ei? dx 


x 
oo 


and the tabulation of the funetion Gi(z) — = sin (u2-+4u°) du. Quart.J. 
0 


Mech. ann Math. 3, 107—112 (1950). 


Die Auswertung von Integralen der Form I = dl f(x) ?®) dx wird oft mittels 


des Prinzips der stationären Phase durchgeführt. Fate den bekannten Voraus- 


setzungen [D’(x,) = &, = 0 und f(x) nahezu konstant in der Nähe von x, usw.] 
X A 


erhält man I» f(x,) f ei(®+3(@— a0? P) dx, so daß man nur — der Integrations- 
= 


[0,0] 
weg wird auf — oo bis + oo ausgedehnt — das Integral f ei“ dx zu kennen braucht. 


Ö 

Für die Gültigkeit ist von Lamb das Kriterium |®g’| < {|®g |P/2 gegeben worden. 
— Der Fall ®,) = 0 ist von Jeffreys behandelt worden durch Heranziehung der 

Airyschen Talteralg: — In der vorliegenden Arbeit wird die Methode verallgemeinert 
auf die Berücksichtigung eines quadratischen und eines kubischen Gliedes, d. h. 
f(x) f exp fÜ(®, + 4x — 2)? ©, + 42 — x)? du )} dx. Dazu wird das eng mit 
I Becher Integral Sunsranjarıhänzef al K(x) = Ai(x) + i Gi(x) = 


m 31 expli i (u + z@)} du benötigt. Da Ai(x) schon bei J. c. P.Miller, Mathe- . ® 


mai Tables, Part-volume B (Cambridge, 1946), tabelliert ist, war nur noch Gi (x a: 
Es 


— Be sin (x + = du als at der et gi un y" Sun 


DE ac 


Fe Dies wurde für x = 0(0, 1) 10,0 durchgeführt mit einer Genauig- a 
keit von 7 Dezimalen. Für negative _x-Werte oszilliert Gi(x). Daher wurde 
Hi(x) = Bi(x) — Gi(x) [Bi(x), die zu Ai(x) gehörige linear unabhängige Lösung, 
ist ebenfalls bei Miller vertafelt] für x = 0(0, 1) 10,0 ebenfalls auf 7 Dezimalen 
berechnet. Die Berechnung der Tafel, die teilweise unter Verwendung des EDSAC 


_  (programmgesteuerte elektronische Rechenmaschine in Cambridge/England) durch- 


geführt wurde, ist in der Arbeit ausführlich beschrieben. Zur Interpolation sind in 
der Tafel die zweiten modifizierten Differenzen angegeben. Im letzten Kapitel findet 
man asymptotische Ausdrücke für Gi(x) und Hi), die für genügend große x- 
Werte Gültigkeit haben. Heinz Unger. 
Miller, J. C. P. and Zaki Mursi: Notes on the solution of the equation 


F yılgy- f(x). Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 113—118 (1950). 


E- form y”’+ I (2) y = f(x) gebracht werden. In dem zu integrierenden Bereich 


BE: Gewöhnliche lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung können auf die Norr 


I(z) durch eine Potenzreihe darstellbar. Durch passende Aufteilung in a 
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wobei g und h als Potenzreihen dargestellt werden können. In diesem Falle können 
die a, leicht aus den Koeffizienten g, von g und h, von h berechnet werden. Schließ- 
lich wird der allgemeine Fall f(x) = N b, x* besprochen, der mit der bei Scorer 
tabellierten Funktion v durch y= u— cv—d,„—d,x —d,x?— -.: erledigt wer- 
den kann. Dabei können die Koeffizienten d, für k >2 rekursiv berechnet werden 
nach Ermittlung von c, d, und d, aus den b,. Den Abschluß bilden zwei iterative 
Vorgehen, die formal die gesuchte Lösung wiedergeben. In einem Falle erhält man 
eine asymptotische Entwicklung, im anderen Falle die Potenzreihenentwicklung, 
wie an dem Beispiel mit f(x) = — 1/r gezeigt wird. Heinz Unger. 

Bukovies, E.: Eine Verbesserung und Verallgemeinerung des Verfahrens von 
Blaess zur numerischen Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen. Öster- 
reich. Ingenieur-Arch. 4, 338—349 (1950). 

Das Verfahren von Blaeß zur numerischen Integration von Differential- 
gleichungen 2. Ordnung y’’ = f(x, y, y'), welches im allgemeinen, nämlich bei Auf- 
treten von y’ in f, im Gegensatz zum Runge-Kutta-Verfahren einen Abgleich. der 
Taylorentwicklung nur bis zum Gliede 3. Ordnung erzielt, wird durch eine einfache 
Zusatzkorrektur, bei der die partielle Ableitung f,, benutzt wird, dahingehend ver- 
bessert, daß der Abgleich wie beim Runge-Kutta-Verfahren bis zum Gliede 4. Ord- 
nung erfolgt. Das Verfahren wird anschließend auf Differentialgleichungen n-ter 
Ordnung ausgedehnt, wo die Zusatzkorrektur die partielle Ableitung fywn-ı be- 
nutzt und ein Abgleich bis zur Potenz h*+? (mit Schrittweite h) erreicht wird. Die 
Zusatzkorrektur entfällt, wenn die Diff. Gl. von der zweithöchsten Ableitung y”-» 
unabhängig ist. Es werden spezielle Formeln für Diff.-Gln. 3. und 4. Ordnung an- 
gegeben. Die Formeln 2. und 4. Ordnung sind durch ein Zahlenbeispiel erläutert. 

“ : Rudolf Zurmühl. 

Laasonen, Pentti: Über eine Methode zur Lösung der Wärmeleitungsgleiehung. 
Acta math., Uppsala 81, 309—317 (1949). 

Es handelt sich um eine Abwandlung des Differenzenverfahrens, welches in 
dem Aufsatz von Courant, Friedrichs und Lewy [Math. Ann. 100, 32—74 (1928)] 
dargelegt worden ist. Dort wurde die Gleichung c? u,.— u, + q(2,t) = 0 in einem 
Rechteckgitter mit der Maschenweite Ah in x, k in t so umgewandelt, daß u, durch 
[u(x,t + k) — u(x,t)]/k ersetzt wurde, womit sich die Formel u(z,t+k) = 

Wale — ht) +la —2)u(t) Hulc +h,t)| +Kkg(z, ti) ergab; darin ist? 
a — h?/kc?. Indem Verf. nun für u, den Ausdruck [u(z,t) — u(z,t— k)]/k ver- 


wendet, erhält er die Formel u(x, t) = 3 [u(z — ht) +u(x+h,t) +aulx,t — k)] 


+bg(&, t), in welcher b=1/[1/k + 2c?/h?] ist. Der Unterschied besteht darin, 
daß hier das Verhältnis der Maschenweiten gänzlich frei bleibt, während oben 
zur Sicherung der Konvergenz «a >2 vorausgesetzt werden mußte. Dadurch er- 
“ . gibt sich hier die Möglichkeit, ohne solche zusätzlichen Einschränkungen, nur unter 
ie . gewissen normalen Annahmen über die auftretenden Funktionen, die Kor 
' des Verfahrens und damit die Existenz einer eindeutigen Lösung auch des durch 
die Differentialgleichung gestellten Problems zu beweisen. Uwe Timm Bödewadt.“ 
 Romberg, Werner: Approximation eines Kurvenstückes durch wenige sin- 
Funktionen. Avhdl. Norske Vid.-Akad. Oslo, I 1949, Nr. 3, 10 8. (1949). ; 
REN Eine empirisch gegebene Funktion sei aus einer beschränkten Anzahl von 
 „Sinusgliedern mit unbekannter Periode und Amplitude zusammengesetzt. Es wird 
ein Verfahren beschrieben, die einzelnen Glieder zu bestimmen. Das Verfahren, 
das zu den „Exhaustionsmethoden“ gehört, bei denen jeweilig das Glied mit der 
größten Amplitude ermittelt und dann eliminiert wird, kann in einfachen en 
graphisch ausgeführt werden. Bei größeren Genauigkeitsansprüchen ist ; 


NEE 


PL 


ur. 


& 


r ‘ - . ” 
we ! 3 f F - e B x x 


_ verschlüsselung) erörtert. Daran schließt sich eine Beschreibung. des Darstellens 
_ der Zahlen in der Maschine (festes Komma, bewegliches Komma, Sonderwerte) 
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Vernotte, Pierre: Sommation pratique de series lentement eonvergentes. Appli- 
cations aux series de Fourier, telles qu’on les reneontre dans les problömes de thermo- 
einötique. C.r. Acad. Sci., Paris 227, 1015—1016 (1948). 

Bemerkungen zur numerischen Auswertung von allgemeinen Fourierschen Ent- 
wicklungen, die bei Problemen der Wärmeströmung auftreten. Es wird an eine 
frühere Note des Verf. angeknüpft (dies. Zbl. 33, 263). Verf. verweist auch hier auf 
die ausführlichere Darstellung in seiner Thermoeinetique (Publ. sei. techn. Minist. 
de l’Air, Ser. grise, no. 224, Paris 1949). Robert Schmidt. 

Doodson, A. T.: A method for the smoothing of numerieal tables. Quart. J. 
Mech. appl. Math. 3, 217—224 (1950). 

Um die in einer Tabelle gegebenen Funktionswerte der Funktion N (empiri- 
sche oder durch numerische Rechnung gewonnene Werte) zu glätten, empfiehlt 
Verf. folgendes Verfahren, das teils numerisch, teils graphisch arbeitet. Man be- 
stimmt die ersten und zweiten Differenzen AN und A2N von N, zeichnet A2N 
auf, zieht eine geglättete Kurve hindurch und erhält durch Ablesen neue zweite 
Differenzen, die durch Aufaddieren zu der ersten Differenz AN, neue erste 
Differenzen An liefern. Man zeichnet dann AN — An auf, liest geglättete Werte 
ab und findet verbesserte Werte der ersten Differenz An, so daß man jetzt durch 
Aufaddieren zu N, die Hilfsfunktion ») erhält, deren Differenz zu N einem nochmali- 
gen zeichnerischen Glättungsprozeß unterworfen wird. Schließlich erfolgt eine 
nochmalige Differenzenbildung zur Nachprüfung. — Die Vorgehensweise kann auch 
zur Genauigkeitserweiterung einer Tafel verwendet werden, ebenso wie auch die 
Anwendung bei Tafeln mit zwei Eingängen ohne weiteres möglich ist. Beispiele 
beleuchten die Vorgehensweise, die sich ohne weiteres auch auf Differenzen höherer 
Ordnung übertragen läßt. [Anm. des Ref.: vgl. hierzu L. Collatz und R. Zur- 


‘ mühl, Glätten und Vertafeln empirischer Funktionen mittels Differenzen, Z.V.D. 


Ing. 88, 511—515 (1944). In dieser Arbeit wird in ähnlicher Weise vorgegangen, 
wobei aber der eigentliche Glättungsprozeß genauer vorgeschrieben wird.] 
Heinz Unger. 

Coholly, B. W.: A short table ofthe confluent hypergeometrie funetion M (a,y,x)_ 
Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 236—240 (1950). 

Verf. erwähnt, daß die konfluenten hypergeometrischen Funktionen zwar in 
ihren Eigenschaften ausführlich studiert worden sind, daß aber numerische Tafeln 
für die praktische Anwendung dieser Funktionen bis heute nur wenige vorhanden 
sind. Zu dieser Lücke will die vorliegende Arbeit einen Beitrag bieten, indem die 
Kummersche Funktion weiter tabelliert wird, für welche schon frühere Tabellen 
existieren. Die vorliegende Tabelle ist so eingerichtet, daß sie gilt für: x = 0,1; 
0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1,0. Während die Werte y lauten: 0,2; 0,4; 0,6; 0,8;1,0; und die 
Werte’ von «&:'0,0;:0,2;-0,4 0,6; 0,8; 1,05 —0,25.— 0,45 — 0,65: 0,8; = 1.0; = 

Max J.O. Strutt. 


Rutishauser, Heinz, Ambros Speiser und Eduard Stiefel: Programmgesteuerte 


digitale Rechengeräte (elektronische Rechenmaschinen). — Zusammenfassender € 
Berieht, IL, IH., IV. Z. angew. Math. Phys. 1, 339—362 (1950), ®&, 1—25, 6892 
(1951). Eee, 12 75 5 


Der zusammenfassende Bericht über die programmgesteuerten Rechenmaschi- 
nen, dessen erster Teil schon in dies. Zbl. 38, 82 besprochen wurde, behandelt im 
zweiten Teil arithmetische Prinzipien. Mit dem Dezimalsystem werden andere Zahl- 


_ systeme verglichen, die den Vorzug der einfacheren ‚technischen Realisierbarkeit 


der Rechenoperationen aufweisen. Insbesondere werden das Dualsystem und duale 


Verschlüsselungen (direkte Verschlüsselung, Dreiexzeßverschlüsselung und Aiken- 


Pr 


er er 
n f 
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und der Ausführung der Rechenoperationen. Bemerkungen über das Rechnen mit 
höherer Genauigkeit, das Aufrunden und das Übersetzen vom Dezimal- ins Dual- 
system und umgekehrt beschließen diesen Teil. — Der dritte Teil ist der Vorberei- 


tung von Rechenplänen gewidmet. Er gliedert sich in die Abschnitte: Allgemeiner 
Gang der Vorbereitung. Struktur eines numerischen Problems. Das Strukturdia- 
eramm (es handelt sich um die von H. Goldstine und J. v. Neumann eingeführte 
topolökische Darstellung von zusammenwirkenden Programmen). V erschiedene 
Arten der Befehlsgebung. Rechnen mit Befehlen. Beispiel einer Befehlsreihe. Be- 
handlung der Funktionen. Rechenkontrollen. — Im vierten Teil werden die physi- 
kalisch- technischen Grundlagen der Maschinen beschrieben. Die elektrische Dar- 
stellung dualer Zahlen, elektromechanische und elektronische V erwirklichungen ins- 
Besondere, sowie alle wichtigen bisher entwickelten technischen Realisierungen des 


Rechenwerks, der Speicher und des Befehlswerkes werden erläutert. — Der Bericht 
ist die bisher ausführlichste Beschreibung programmgesteuerter Maschinen in deut- 
scher Sprache. Hans Bückner. 


Wahrscheinliehkeitsreehnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung : 


e Mises, Richard von: Notes on mathematical theory of probability and statisties. 
Cambridge, Mass.: Graduate School of Engineering; Special Publication Nr. 1. 
1947. 325 p. 

Die in Schreibmaschinenschrift vervielfältigten Umdrucke im Umfang von | 
rund 325 Seiten geben den Inhalt einer zweisemestrigen Vorlesung wieder. Aufbau, 
Stoffauswahl und Bezeichnungen sind ähnlich wie in des Verf. Lehrbuch ‚„Wahr- 
scheinlichkeitsreehnung und ihre Anwendung in der Statistik und theoretischen 
Physik“ (Leipzig und Wien 1931). Anwendungen auf die theoretische Physik fehlen 
hier, indessen finden sich zahlreiche Erweiterungen, besonders in den Kap. 8 und 9 
der Mathematischen Statistik, z. B. die Testfunktion von „Student“, die Methode 
von Neyman-Pearson zur Prüfung von Hypothesen, die Maximum-likelihood- 
. Methode. Hinzugefügt ist ferner eine größere Anzahl sehr instruktiver Aufgaben. — 
Inhalt: 1. Grundlagen. 2. Elementare Eigenschaften der Verteilungen. 3. Bei- 
spiele zusammengesetzter Operationen. 4. Summation von Zufallsvariablen. 
Charakteristische Funktionen. 5. Asymptotische Verteilung der Summe von * 
Zufallsvariabeln. 6. Wahrscheinlichkeitsrückschluß. Bayessches Problem. 7. Wei- 
teres über Verteilungen. 8. Analyse statistischer Aufnahmen. 9. Das Rückschluß- 
problem. Prüfung von Hypothesen, Schätzung von Parametern, Vertrauensgrenzen. 
10. Mehrdimensionale Statistik. Korrelation. Günther Schulz. 

Andersen, Erik Sparre: On the frequeney of positive partial sums of a series 
of random variables. Mat. Tidsskr. B, Kobenhavn 1950, Festskr. t. J. Nielsen, 
33—35. (1950). 

Verf. gibt eine gewisse Verallgemeinerung einer von ihm 1949 veröffentlichten 
Wahrscheinlichkeit. Aus einer Reihe von unabhängigen Veränderlichen, die alle 
demselben Verteilungsgesetz genügen, werden Teilsummen mit 1 bis n Gliedern 
gebildet. Dann wird gezeigt, daß die Wahrscheinlichkeit, daß die Zahl der positiven 
Teilsummen gleich einer gegebenen Zahl ist, sich durch einen einfachen kombi- » 


"R nätorischen Ausdruck darstellen läßt. Daran wird noch eine Grenzbetrachtung 
2 geknüpft. | Pr ‚Paul Lorenz. 
Er Ghosh, M. N.: Convergence of random distribution Aunguadz Bull. Caleutta 
- math. Soc. 42, 217—226 (1950). 7 


‘Verf. gibt in einer Reihe von Sätzen nen ER dafür an, daß 
“eine ı Polen, kumulativer a VE, (& Sr u, &,).. die von einer 
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Folge von Zufallsvariablen &,...,&,... abhängen, im gewöhnlichen Wahr- 
scheinlichkeitssinne bzw. fast sicher konvergiere. Anwendung auf den Spezialfall 
der Verteilungsfunktion einer n-gliedrigen Stichprobe liefert das von F.P.Can- 
telli [Ann. Inst. Henri Poincare, 5, 3—50 (1935); dies. Zbl. 11, 125] bewiesene 


Fundamentaltheorem. Weitere Anwendungen auf die Bi n Verteilung 


des Reihenkorrelationskoeffizienten T= (2,4 :.:+x, % )/V n sowie auf 
stochastische Prozesse. Maria: Pia Geppert. 
Lo®ve, Michel: On sets of probahility laws and their limit elements. Univ. 
California Publ. Statist. 1, Nr. 5, 53—88 (1950). 
Früher erhaltene Ergebnisse ergänzend und kürzlich- angekündigte a Zbi 33, 290, 
34, 225) ausarbeitend, versucht Verf. das Grenzverteilungsproblem von X, — X, , ++ X 


bei einer Art von teilfolgenweise abhängigen Zufallsveränderlichen X,,,. bezüglich hinreichen- 
der Konvergenzbedingungen so zu klären, wie dies bei unabhängigen bisher gelungen ist. 
Es werden Asse solche X zugelassen, bei deren Verteilungsfunktionen (Vfkten) F(x) auch 
F(+o)=P{X|<oo} <1 sein kann. Die einfache Konvergenz F,(2)—F(x) wird 
demgemäß mit F,„(+ ©) —F(+%) zur vollständigen F„“>F ergänzt. An Stelle der 
einfachen Häufungsfunktionen-Menge {Fr (2)}’ wird so die vollständige {F„\. und statt 
der durch F,(x) — @,(x) — 0 definierten einfachen asymptotischen Äquivalenz Fl (X) m G(&) 


die durch Hinzunahme von F„(+ ©)—@,(+ ©) —0 entstehende vollständige F, GC, 
betrachtet, die {F„}; = {G,} sichert. Nun werden Sentiohende Bedingungen für eine solche 
Aquivalenz der Vfkten F,„ und @, von X, und Y„= Y,„],+:''+ Y,r, im Falle der Abhängig- 


keit en Diese enthalten die durch die Werte von Z,, = Anı a en. 
ner: at aka bedingten Vfkten F},@,,, Erwartungswerte a,,, a sowie Streu- 


ungsquadrate Onks Tr von X,„, und Y,„, oder allgemeiner die auf |X,,| bzw. |Y,x| <e ver 
stümmelten a,, (e),...,7,, (©). Die Wahl von Zu = X, ++ X, 21 und G. = Far 
ergibt so z. B. hinreichende Bedingungen für die aymptotische Unabhängigkeit "der ee, 
- bezüglich Summation, d. h. die asymptotische Äquivalenz der X, bei abhängigen X, einerseits, — 
bei unabhängigen X,,, andererseits. Dies erlaubt die bei Unabhängigkeit bekannten Konvergenz- 
bedingungen in solche zu verwandeln, die bei Abhängigkeit bestehen. — Nach Zusammenstellung & 
von hinreichenden Bedingungen für die einfache Konvergenz von In F,(x) gegen eine normale 
bzw. Poissonsche Vfkt wird das allgemeine Grenzverteilungsproblem behandelt. Und zwar 
: bei gar ar Pl >} —0 für alle n > 0, d.h. bei der bedingten asympto- 


14 


isch Bleichnaßsen "Vernachlässigbarkeit der X,;. U-a. sollen bei asymptotisch unabhängigen 
X. folgende Sätze bestehen. 1. Die Klasse der durch F,„-> F bestimmten F stimmt mitjener _ 
der unbeschränkt teilbaren Vfkten überein. 2. F„“>F dann und nur dann, wenn F*“>F; 
- hierbei ist F* die Vfkt von X} = X, ++ Bee deren Glieder die logarithmische charak- 


3 


[e,°} y 3 
3 _ teristische Funktion iu Anz(e) + I (e*”— 1) dF,.[® + a„2(e)] besitzen. F läßt sich dem 


Gnedenko-Doeblinschen Satz gemäß Dich, — Zum Schluß wird angedeutet, wie die er- 
E haltenen Ergebnisse sich auf mehrdimensionale Veränderliche und auf Summen, deren Glieder- 
3 en Zufallsveränderliche sind, übertragen lassen. Tibor Szentmärtony. 
2 Yoshida, Kösaku: Stochastie proeesses built from tlows. Proc. J: an Ac 
i 26, Nr. 8, 1-3 (1950). | IE 
. Eine ‚Strömung - in einem ER meßbaren Raum RR ir eine stetig 
ae {Fr} ‚von ‚maßtreuen Transformationen, die gemäß IF, DE = (T „P) (x) ein 
i ebensolche Gruppe T von linearen Operatoren über I() eL,(R) induzi 
„Theorie I else 2 Re ) eine. infinitesi ae Erzeu 


block designs. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 21, 106—111 (1950) 


h für alle ungeraden Primzahlen p, wobei (m, n), das Hilbertsche Nörnrestägiib u 
dst. — Anwendung dieser Sätze ergibt einfachere Beweise für die von Q. air | 
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k=1,...,m Strömungen exp (tp*i(x) 0/öx,) zuläßt, bei einer symmetrischen, 
positiv definiten Matrix (h”) der Operator © = h/ A, A, diei. E. einer Halbgruppe 
von Operatoren exp (tC) ist. Als Anwendung ergibt sich, daß der Casimirsche 
Operator € = hÜX,X, mit den i. Transformationen X,,..., X, einer kompakten 
halbeinfachen Lieschen Gruppe der Bewegungen in R eine solche i. E. der Halb- 
gruppe {exp (tC)} von Übergangsoperatoren ist. Wegen [C, X,]=0 definiert 
diese Halbgruppe einen zeitlich und räumlich homogenen „stetigen“ Vorgang in R, 
somit eine Brownsche Bewegung im homogenen Raum AR. 
Tibor Szentmärtony. 

Statistik: 

e Fisher, R. A.: Contributions to mathematical statisties. New York: John 
Wiley and Sons, Inc.; London: Chapman & Hall, Ltd. 1950. 656p. $ 7,50. 

Dank der Initiative des Herausgebers W. A. Shewhart ist diese Sammlung von 42 vom 
Autor als besonders wichtig angesehenen Originalarbeiten R. A. Fishers entstanden, die die 
verschiedenen Gebiete und Epochen in Fishers genialem und überaus fruchtbarem Lebenswerk 
charakterisieren: in der mathematischen Statistik zahlreiche Arbeiten über die exakten Stich- 
probenverteilungen (hier vermißt man schmerzlich seine 1915 in Biometrika erschienene Her- 
leitung des Korrelationskoeffizienten), Begriff der Freiheitsgrade, Theorie der Trenn- (diserimi- 
nant-) Funktionen, Verwendung orthogonaler Polynome, Periodizitätenprüfung; sodann zahl- 
reiche Arbeiten, in denen die Schätzungstheorie entwickelt worden ist: Consistenz, Effizienz 
und insbesondere Suffizienz, Maximum-likelihood-Methode, „Information“, Fiducial-Wahr- 
scheinlichkeit; eine stattliche Reihe von Arbeiten, in denen Verf. die mathematisch-statistische 
Theorie der landwirtschaftlichen Versuchsplanung begründet hat: Varianzanalyse, „Randomi- 
zation‘“, lateinische Quadrate; schließlich einige seiner Studien aus der statistischen Populations- 
genetik. Der Kenner von Fishers Originalaufsätzen wird an der vorliegenden Auswahl grund- 
legender Arbeiten seine helle Freude haben, zumal einige der markantesten in— besonders heut- 
zutage — schwer zugänglichen Zeitschriften vergraben sind. Dem Leser von Fishers bekannten, 
unentbehrlichen Lehrbüchern wird diese Sammlung willkommen sein als wertvoller Schlüssel 
zum Verständnis derselben, da er hier die dort unterdrückten Beweise und klärenden Gedanken- 
gänge findet. Den einzelnen Aufsätzen, in denen ursprüngliche Druck- und Rechenfehler korri- 
giert sind, hat Verf. (zum Teil allerdings mit scharfer Polemik gewürzte) Einleitungen beigegeben, 
die die Fragestellung sowie das Ergebnis der Arbeit und die zur Entstehungszeit herrschende 
Situation kurz kennzeichnen. Einleitend ist eine von P.C. Mahalanobis, dem verdienten 
indischen Statistiker Fisherscher Prägung, verfaßte kurze Biographie und treffende Schilderung 
der Entwicklung von Fishers gigantischem Lebenswerk aus Sankhyä (1938) abgedruckt. 

Maria-Pia Geppert. 

Hussain, Q. M.: Strueture of some incomplete block designs. Sankhya, Cal- 
cutta 8, 381—383 (1948). 

Die Konstruktion einer „unvollständigen Block-Anordnung‘‘ ist äquivalent der 
Bildung einer Matrix N mit v Zeilen, b Spalten, Elemente 0 oder 1, wobei die Zeilen- 
summen = r, die Spaltensummen = k und die inneren Produkte verschiedener \ 
Zeilen gleich ) sind. Es wird gezeigt, daß bei v = b (symmetrische Anordnung) 
N normal ist. — Streicht man beisymmetrischem N eine Spalte und alle die Zeilen, 
die in der gestrichenen Spalte eine I haben, so entsteht eine „verkürzte Anordnung“ | 
mit 5b Bf: (r—1)/A, v=(r—A)(r—1)/), k=r—4. Einige Eigenschaften der- 
selben für A— 2 werden angegeben und hieraus die Unmöglichkeit der Kombi- 
nation v=15, b=2l, r=-7,k=5,/4=2 gezeigt. Hans Richter. 

Shrikhande, S. S.: The impossibility of certain symmetrieal balanced ineomplete 
r > 
Verf. gibt weitere notwendige den v, r und A (Bezeichnungen siehe vorsteh. Ref.) 


_aufzuerlegende Bedingungen für die Existenz von symmetrischen unvollständigen. 
"Blockanordnungen. Aus |NN’|=r?(r— v1 folgt sofort für gerades v, daß 

 r— eine Quadratzahl sein muß. Durch Anwendung eines Theorems von H. Hass 
[J. reine angew. Math., 152, 205—224 (1923)] folgt die weitere notwendige Bedingung. 


Eh u ss Es I zur BF a PETE BEE 
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bewiesene Unmöglichkeit bestimmter », r, A-Kombinationen wie = 29, r—8, 
4 = 2 und für die bisher unbekannte Unmöglichkeit anderer wie » — 46, r —= 10, 
Am 2 Hans Richter. 
Tukey, John W.: Some sampling simplified. J. Amer. statist. Assoc. 45, 501— 
(1950). 
Um zu zeigen, daß Stichproben aus endlichen Gesamtmassen ähnlich leicht zu handhaben 
sind wie solche aus unendlichen Gesamtmassen, sucht Verf. zunächst Ausdrücke auf, welche die 
Eigenschaft des arithmetischen Mittels haben, daß ihr Wert, genommen für alle N Elemente x 
einer Gesamtmasse, gleich dem arithmetischen Mittel ihrer Werte, genommen für sämtliche 
möglichen Stichproben gleichen Umfanges n < N ist. Das ist der Fall bei Klammerausdrücken 
wie z.B. (pgry = ar x} x au /n(n—1)(n— 2), wo über alle Tripel verschiedener Ele- 
mente x der Stichprobe zu summieren ist. Hierin sind als <p) die auf 0 bezogenen Momente 
enthalten, und andererseits lassen sich alle in den x symmetrischen Polymone mit der genannten 
Eigenschaft aus den Klammerausdrücken linear kombinieren. Einfache derartige Linear- 
kombinationen sind die bereits von R. A. Fisher eingeführten %,, die hier — gestützt auf Be- 
trachtungen entsprechender Summen über die n! möglichen additiven Paarungen von je n 
Elementen x und y— in den weiteren Rahmen von Größen k mit mehreren Indices eingeordnet 
werden. Diese % lassen sich leicht durch die Klammerausdrücke darstellen, die ihrerseits wieder 
auf die Momente (p) zurückführbar sind. Für die Berechnung der k auf diesem Wege wird ein 
bequemes Rechenschema angegeben einschließlich Kontrollrelationen zwischen den k. Bei 
unendlichen Gesamtmassen zerfallen die Klammerausdrücke einfach in Produkte von auf 0 bezo- 
genen Momenten z, und die k mit mehreren Indices in Produkte von Fishers Kumulanten x;. 
Abschließend werden einige Beispiele für die Benutzung der %k bei Berechnung von Streuungen 
usw. gegeben, während weitere Anwendungsmöglichkeiten an anderer Stelle veröffentlicht 
werden sollen. Lüders. 


David, F. N.: The moments of the z and F distributions. Biometrika, Cambridge 
36, 394—403 (1950). 

Sono note le distribuzioni dei due parametri 2 e F nel caso che si debbano raf- 
frontare le varianze di due campioni provenienti da una stessa massa a distribuzione 
normale. Se si lascia cadere l’ipotesi della normalitä diventa difficile determinare 
le distribuzioni dei due parametri, e diventa allora interessante il poterne almeno 
calcolare i primi momenti come qui & fatto mediante i cumulanti delle due distri- 
buzioni. Giuseppe Pompil). 

Sichel, Herbert S.: The method of frequeney-moments and its application to 
type VII populations. Biometrika, Cambridge 36, 404—425 (1950). 

L’A.studia anzitutto aleune proprietä dei cosi detti „momenti delle frequenze‘‘, 
cioe dei momenti delle frequenze relative con cui una variabile statistica assume 
valori degli intervalli in cui & stata divisa. Di questi risultati l’A. si serve poi per 
adattare ai dati sperimentali (calcolando quindi i parametri) la distribuzione di 
Pearson del tipo VII: 


Sl 


Ne} 


7 


N Raeyr 
ig 
Va Im— 4) [e® + (e— 8?” 
— I parametri da calcolare sono c, me£ el’A. determina appunto i valori che corris- 
pondono al „maximum likelihood“ calcolando in particolare la varianza delle varia- 


bili deseritte da queste stime dei parametri. Giuseppe Pompilj. 
David, F.N.: Note on the application of Fisher’s k-statisties. Biometrika, 
Cambridge 36, 383—393 (1950). a 


L’A. sviluppando recenti risultati di M. G. Kendall [Ann. Eugenics, London 
10, 215—222 (1940)] apporta aleune semplificazioni nel calcolo dei eumulanti delle 


funzionisimmetriche dei valori assunti da una variabile statistica. Opportune tavoe 


_ rendono piü agevoli i calcoli. Giuseppe Pompilj. 


Ogawa, Junjiro: On the independenee of quadratie forms in a aon-central i 
- normal system. Osaka math. J. 2, 151—159 (1950). = 


Der Inhalt dieser Arbeit wurde bereits japanisch im Koyuroku Inst. statist. Ex 


Math. 5, No. 2 May, 1949 mitgeteilt. Es handelt sich um Verallgemeinerungen von 
Arbeiten von A. T. Craig, H. Hotelling und H.Sakamoto. Sind 2, 2... 
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normal und unabhängig verteilte Zufallsgrößen mit den Mitteln a,, 49 - - .,@, und 
gemeinsamer Varianz, so ist, wie Verf. beweist, AB = 0 eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die statistische Unabhängigkeit der mit den reellen sym- 
metrischen Matrizen A und B gebildeten quadratischen Formen Q, = r A Y' und 


Os BEE 585 232). Eh weiterhin der Beweis einer Verallge- 
meinerung auf k Dimensionen angedeutet und ein Anwendungsbeispiel gegeben. 
‚Josef Heinhold. 


Roy, 8. N.: A note on eritical angles between two flats in hyperspace with 
eertain statistieal applieations. Sankhya, Caleutta 8, 177—194 (1947). 
Bekanntlich kann der Korrelationskoeffizient zwischen den zufälligen Größen 
x und y mit den Meßergebnissen x, und y, @=1,...,N) und den Mittelwerten 
& und 7 gedeutet werden als der Kosinus des Winkels zwischen den Vektoren zZ und Y 
mit den resp. Komponenten x, — Z und y,— 9. Verf. zeigt, daß weitere zahlreiche 
2 Aufgaben der linearen Statistik der folgenden allgemeineren Fragestellung der 
analytischen Geometrie entsprechen: Zu zwei linearen Unterräumen S,, und S, 
ER mit den Dimensionen m < n des N-dimensionalen Vektorraumes suche man die 
Paare feS,, g€S, mit cos< (f,g) = Extrem.: Aufgabe der kritischen Winkel. 
Ausgehend von beliebigen Basen in S,, und S, wird die Lösung dieser Aufgabe unter 
re den Einschränkungen der Fremdheit von S, zu 5, und der Verschiedenheit der 


Br Extremalwerte gelöst, die Biorthogonalität der m Lösungspaare und die Invarianz 
ER der Extremalwerte gegen die Basiswahl gezeigt. Der auf statistisch orientierte 
B Leser abgestellte Beweis ist etwas umständlich wegen Verzichtes auf durchgehenden 
Gebrauch der Matrizenrechnung, die obige Einschränkungen zudem entbehrlich _ 
machte. — Repräsentieren die m Basisvektoren von S,, und die n Basisvektoren 


von 8, je die N Ergebnisse zur simultanen Bestimmung einer m- und einer n-dimen- 
‘ sionalen zufälligen Größe mit Erwartungswerten Null, so sind die Extremalwerte 
die kanonischen Korrelationskoeffizienten; allgemeiner sind sie identifizierbar mit 

üblichen p-Statistiken zur Testung von linearen Hypothesen in der p-dimensionalen 
Varianzanalyse; des weiteren sind sie für p-dimensionale zufällige Größen analog 
den partiellen Korrelationskoeffizienten der Komponenten und auch dem totalen - 
 . Korrelationskoeffizient einer Komponente zu allen übrigen. Die Invarianz der 
kritischen Winkel überträgt sich unmittelbar auf die der betrachteten statistischen 
Größen. Ebenso entspricht genannte Invarianz unmittelbar derjenigen des skalaren 
Produktes aus der Streuungsmatrix der Stichprobe mit dem Inversen der Streuungs-. 
"matrix der zugrunde liegenden p-dimensionalen Gesamtheit sowie der Invarianz ver- 
EL $ schiedener Statistiken wie Hotellings 7, des Studentisierten D2 und des DINSTEEDE 

Br _ koeffizienten A? gegenüber linearen Transformationen. er HonsRichterns 


1 e Wald, Abraham: Statistieal deeision funetions. New York: John Re & 
2 Sons, Ine., 1950. 179 p. $ 5,00. 

# During and after the last war, Abraham Wald has probably‘ onstibuien to the develop- 
ent of mathematical statisties more than anybody else. His main work can be subsumed 
nder the titles „„Sequential Analysis“ and „Statistical Deeision Functions‘‘, which area 
of his two books. The second subject can be regarded as a ‚generalisation. of the foı 
book under review appeared in 1950 and in December of that year the author died. 
e; raft accident. Through this ‚tragie end to a distinguished C the book ha 
final a of the results achieved bya very. The] 

? gr of set, the BE, @=1,2,...).be 
ities ies N, < %; hold for all # 
Eu i iclan is facsd. a 


for k= (0) is denoted by ö(0). Instead of giving here the formal definition, we quote (from p. 7 
of the book) how ö can be applied to determine the statistieian’s procedure: ‚First an element 
d of D is selected with the help of a chance mechanism constructed so that the probability di- 
stribution of the selected element d is equal to ö(0). If the element d so selected is a terminal 
decision d!, no experimentation is made and the terminal decision dt is adopted. If the element d 
so selected is an element d® = s, = (ü,,.. . ., i,) of.D®, then observations are made on Ki RE 
and the value of ö(x; s,) is computed. Then the probability distribution d(x; s,) is used to select 
an element d of D. If the element d so selected is contained in D, experimentation is stopped 
with the corresponding terminal decision. If it is an element of D*, observations are made on 
the corresponding set of chance variables, and so on“. If, for any values k, 515 -., 5, and x the 
probability measure ö (x; s,,...,s,) assigns probability 1 to a single element of D, then the 
deeision function is called „non-randomised“. It is „sequential“, if it is not certain that ex- 
perimentation is carried out in exactly one single stage. — We now introduce a weight funetion 
which gives the loss due to a terminal decision, depending on the true distribution function F, 
and also a function expressing the cost of experimentation. Finally, the risk funetion is defined 
as the expected value of the sum of the weight function and of the cost of experimentation. 
Wald’s fundamental idea consists in considering this risk as the outcome of a Zero-sum two- 
person game played by the statistician against nature and to use the following translation of 
concepts belonging to v. Neumann’s theory of games: (p. 27 of the book) 


Player 1 Nature 
Player 2 Experimenter 
Pure strategy 
a of player 1 Choice of F by nature 
b of player 2 Choice of decision function by experimeter 
Space of strategies of 
player 1 Space 2 
player 2 Space D of all possible decision functions Ö nt 
Outceome X (a, b) Risk r(F, 6) Se 
Mixed strategy ee 
€ of player 1 A priori distribution £ in Q Br 
n of player 2 Probability measure ») on space D 
Outcome K(&, n) r(&,n)= 5) al r(F,ö) dEdn > 
Minimax strategy of eweE f 
player 1 Least favourable a priori distribution in 2 
player 2 Minimax solution 5 i 
Minimal strategy of i 
player 2 Bayes solution. 


It becomes thus necessary to extend game theory to the case of infinitely many strategies, beyond = 
_ the extension due to Ville (in Borel’s treatise ‚„‚Traite du calcul des probabilites et de ses appli- 

- cations“, Paris 1938). The author developes therefore a general theory of statistical decision 
_ functions. The main theorems refer to conditions under which the decision problem is strietly 
_ determined or has a Bayes and/or Minimax solution. The penultimate chapter deals with re- 


2 which hold when the chance variables are independently and identically distributed and the 


cost of experimentation is proportional to the number of observations, whereas the last chapter s 
‚contains applications to special cases, for the purpose of illustration. A bibliography contains 
_ the titles of over 80 papers, 17 of them due wholly or partly of Wald himself. The two most 

important of these from the point of view of the present book are the papers (this Zbl. 29, 307; 
34, 228). This is a pure mathematician’s book. It does not suggest very definitely how there- 
sults could be applied to practical problems, but the very generality of its treatment make: & 
_ theory applicable to a wide variety of problems, such as design of experiment as well as to t] 
_ well-established field of tests of hypotheses and of point or interval estimation. Stefan Vajda. 


book 
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Roy, 8. N.: Notes on testing of eomposite hy potheses. I, II. Sankhya, Caleutta 
8, 257—270 (1947), 9, 19—38 (1948). 


Es handelt sich um umfangreiche Untersuchungen, 34 Seiten Großformat. 
Seien 2, 2... 2, zufällige Veränderliche und ®,,6s, .. .,6,,, Parameter einer 
Funktion 


Dil A 2 05 0 A ee 


die als Wahrscheinlichkeitsdichte an der Stelle 2, %,...,x%, zu deuten ist, dann 

spricht Verf. nach Wahl bestimmter Werte für die Parameter O,1, Oyros » = > Orr, 

von einer „s-fachen, zusammengesetzten Hypothese mit %k Freiheitsgraden“. (Im 

Falle k = 0 wird daraus eine gewöhnliche, nichtzusammengesetzte s-fache Hypo- 

these.) Das Problem der Untersuchungen ist, Bedingungen für die Existenz und die 
Auffindbarkeit wirksamer Tests für die zusammengesetzte Hypothese zu finden. 

Es läßt sich zurückführen auf die Aufgabe, ein „kritisches Gebiet‘ zu finden, dessen 

Lage im Raume der Beobachtungen abhängt von den festgelegten Parametern, 

aber nicht von den frei gebliebenen 6,,6,,...,6, unter der Voraussetzung, daß 

das Integral der Funktion ® über das Gebiet einen vorgegebenen Wert zwischen 

0 und 1 annimmt. Ob das möglich ist, hängt von der Form der Funktion ® ab. 

Daraus folgt, daß es gelingen müßte, einen Satz notwendiger und hinreichender 

> Bedingungen für diese Funktion zu finden. Neyman hat einen Satz hinreichender, 
i aber vielleicht nieht notwendiger Bedingungen gegeben, mit Hilfe dessen man nicht 
nur einen sondern eine unendlich große Zahl wirksamer Tests oder kritischer Gebiete 

5; finden kann, aus denen man mittelseines durch Neyman und Pearson angegebenen 
0 Kunstgriffs den wirksamsten Test nach Festlegung der Parameter 0... O1.» - us 
 ....  ermittelnkann. Dieser Mechanismus hat die wichtige Eigenschaft, daß er erschöpfend 
ist, das heißt, daß es außer den durch ihn auffindbaren wirksamen Tests keine gibt. 
Verf. stellt sich die Aufgabe, die Ausgangsannahmen und die Ergebnisse der Unter- 
suchungen von Neyman und Pearson zu erweitern und zu verallgemeinern. 
Er geht aus von einer erweiterten Form der Funktion ®, verfolgt im wesentlichen den 
von seinen Vorgängern gezeigten Weg und gelangt dabei zu einigen neuen Ergebnissen 
und zu einer neuen Betrachtungsweise des Problems. Im zweiten Teil der Unter- 
suchungen (1948) beschäftigt er sich mit der Aufsuchung von hinreichenden Be- 
dingungen für die Erfaßbarkeit eines meistwirksamen Tests für eine zusammen- 
gesetzte Hypothese, im besondern eines solchen, der zugleich ‚„einförmig‘ ist. So- 
dann diskutiert er ausführlich einige bekannte Fälle. Abschließend bemerkt er 4 
daß es ihm scheine, daß seine bisherigen Untersuchungen den Gegenstand nicht, 
 erschöpfen, aber doch wohl den richtigen Weg eingeschlagen haben. Es ist noch 
nicht gelungen, die notwendigen Bedingungen für wirksame Tests überhaupt zu 
finden, und im besondern nicht für meistwirksame und einförmige ee | | 
' im allgemeinen Sinne. Vielleicht könnte man erst dann von einer befriedigenden 
Lösung sprechen, wenn es gelänge, die hinreichenden und notwendigen | | 
‚durch Differential- (oder Funktional-) Gleichungen auszudrücken. Paul Lorenz. 


"Chapman, Douglas 6.: Some two sample tests. Ann. math. Statist., Bat 
more a 21, 601—606 (1950). 


.> 


s sich darum, die Hypothese zu prüfen, daß m,/m, = keinen bestimmten Wert 
zur Aufstelllung des Tests angewandte „Zwei-Proben-Verfahren‘‘ . ist 
Ben ie und ms Rei, Pen etwas ig und tx 
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Olekiewiez, M.: Tables of signifieance limits for the largest eritieal ratio out 
of k raties. Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Sect. A 4, 115—116, 118—121 
und polnische Zusammenfassg. 116—117 (1950). 

Hat man zur Prüfung einer Nullhypothese aus k unabhängigen Stichproben k 
verschiedene Werte eines Raten berechnet, so darf bekanntlich bei alleiniger 
Betrachtung des größten der k Werte dieser unter Zugrundelegung des Signitikanss 
niveaus P’ N nach seiner Lage zu der P’ entsprechenden kritischen Grenze eines 
Einzelwertes des Kriteriums beurteilt werden, sondern nur nach seiner Lage be- 


züglich der dem Signifikanzniveau P=1 Gare P entsprechenden kritischen 
Grenze eines Einzelwertes. Zur Ersparung lästiger Zwischenrechnungen und Inter- 
polationen tabuliert Verf. für den Fall eines normal verteilten Kriteriums % ohne 
Berücksichtigung des Stichprobenumfanges, sowie für den Fall eines Student- 
verteilten Kriteriums t, wobei die Anzahl » der Freiheitsgrade in allen % Stichproben 
gleich sei, die zu den Signifikanzniveaux P’ = 0,05; 0,045; 0,01 bzw. P' = 0,05 
fürk=1,2,...,30 gehörenden kritischen Grenzen u;_p bzw. tı,_p des Kriteriums. 
Maria- Pia Geppert. 

Hodges jr., J. L.: The choice of inspeetion stringeney in aeceptance sampling 
by attributes. Univ. California Publ. Statist. 1, Nr. 1, 1—14 (1949). 

Es sei x ein meßbares Merkmal und y ein Maß der Strenge der auf x aufgebauten 
Abnahmeprüfung (k, n) derart, daß die in x und % monoton wachsende, differen- 
zierbare Funktion p=g(x, y) die Wahrscheinlichkeit dafür- darstellt, daß ein 
Element der Population ‚‚defekt‘ sei, und bei der Prüfung die Population abgelehnt 
wird, wenn eine n-gliedrige Stichprobe mindestens k defekte Stücke enthält. Die 


Potenzfunktion (power-function) des Verfahrens 
n 


Bein ky)= D(N)- Tote De DS >. 
Sk 


soll für kleine x >0 möglichst klein, für große x möglichst groß sein. In Analogie 
zu der von Neyman und E.S. Pearson für die Prüfung einfacher Nullhypothesen 
eingeführten Terminologie nennt Verf. Verfahren, welche in einem indifferenten 
Wet ex, P(zy;n,k,y) =1/2 erfüllen, tendenzfrei (unbiased), solche (nicht 
immer existierende), deren für 2 < x, niemals größer, für x > x, niemals kleiner 
als das £ irgendeines anderen Verfahrens ist, gleichmäßig überlegen, solche mit 
maximalem op/ex|z- x, Verfahren „vom Typ A“. Er beschreibt die exakte Be- 
stimmung der ein tendenzfreies Verfahren vom Typ A charakterisierenden Größen 
k und y,„ bzw. die Approximation derselben unter Benutzung von Normalver- 
teilung, und wendet die Methode an auf zwei Beispiele aus Bakteriologie und Quali- 
tätsprüfung. Eine Reihe von Sätzen dient der Abschätzung des Näherungsfehlers 
in ß. Schließlich werden die ers ausgedehnt auf mehrere Prüfverfahren 
(k,, n,) verschiedener Strenge y,. Maria-Pia Geppert. 5 
Olekiewiez, M.: Determining Anraber of independent observations n’, equi- 
valent to n observations that are not independently obtained. Ann. Univ. Mariae 
Curie-Sklodowska, Sect. A4, 105—111 und polnische Zusammenfassg. 111 
1950 
e werde eine Zakalleproße x von b Individuen k mal gemessen. Der Verf. 
bestimmt die Zahl n der unabhängigen Beobachtungen, die der Zahl n=k: B 
' der gemachten und zum Teil voneinander abhängigen Beobachtungen seichwere 
‚wäre. Mit üblichen Mitteln der Varianzanalysis gibt er eine statistische Schätzung 
dieser Größe und bestimmt auch ihre Vertrauensgrenzen. Walter Saxer. 
Neyman, J.: On the problem of estimating the number of schools ‚of fish. De 
FEN Publ. Statist. 1, Nr. 3, 21—36 (1949). 
F Verf. behandelt folgendes Problem der Fischzucht: Aus den bekannten Er. nn 
E zahlen der in ba Zeit i in ee Bereich \ von N Booten en, Sar- : 
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dinenschwärme bzw. den bekannten Zeiten r, nach welchen die N Boote den ersten 
Schwarm antrafen, soll die unbekannte Anzahl N der in A vorhandenen Schwärme 
geschätzt werden. Unter der Annahme, daß die M Schwärme in A mit konstanter 
Wahrscheinlichkeitsdichte voneinander unabhängig verteilt seien, und weiteren 
einfachen Voraussetzungen wird die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl Z(t) 
von Schwärmen, die ein Boot bis zum Zeitpunkt t gefischt oder zu fischen begonnen 
hat, berechnet und daraus diejenige bedingte der bis zum Auffinden des ersten 
Schwarmes vom einem erfolgreichen Boot mit Suchen verbrachten Zeit r. Beide 
werden zur Berechnung von Confidenzintervallen für M benutzt. Das zweite Schätz- 
verfahren erweist sich als handlicher, da es bei Transformation auf die M proportio- 
nale mittlere Schwarmdichte im Gegensatz zum ersteren eine einzige Zeichnung 
erfordert, liefert aber durchschnittlich etwa doppelt so breite Confidenzbereiche. 
Maria- Pia Geppert. 


Geometrie. 
Grundiagen: 


Jaskowski, 8.: Une modifieation des definitions fondamentales de la geometrie 
des eorps de M. A. Tarski. Ann. Soc. Polonaise Math. 21, 298—301 (1949). 

1927 skizzierte Tarski (vgl. Berichte I. poln. Math. Kongr., Krakau 1929, 23—33) 
die Grundlagen einer Geometrie der Körper (Volumina) im Rahmen einer von 
Lesniewski begründeten und Mereologie genannten deduktiven Theorie. Ge- 
stützt auf die Grundbegriffe der Mereologie — im wesentlichen einer Teilbeziehung — 
und des neuen Grundbegriffs der Sphäre gibt Tarski zunächst eine Reihe grund- 
legender Definitionen. Er sagt ‚„‚die Sphäre A ist eine äußere (innere) Berührende der 
Sphäre B“, wenn (1) A und B keinen Teil gemeinsam haben (A Teil von B ist) und 
wenn (2) von irgend zwei Sphären X, Y, die beide A als Teil enthalten und die beide 
mit B keinen Teil gemeinsam haben (beide in B enthalten sind), mindestens die 
eine ein Teil der anderen ist. Mittels desselben Verfahrens definiert er ‚‚die Sphären 
A, B, sind äußere (innere) Diametralen von C“‘. Er nennt die Sphäre A ‚„konzen- 
trisch zur Sphäre BD“, wenn (1) A und B identisch sind, oder (2) A ein echter Teil 
von B ist und je zwei Sphären X, Y, die äußere Diametralen von A und innere 
Berührende von B sind, auch innere Diametralen von B sind, oder (3) B ein echter 
Teil von A ist und Entsprechendes gilt. Als „Punkt“ definiert er dann die Menge 
aller zu einer vorgegebenen Sphäre konzentrischen Sphären, als „Körper“ eine 
Menge beliebiger Sphären. — In einer späteren Arbeit bemerkte Tarski [Fundam. 
math. 24, 190 Anm.5 (1935); dies. Zbl. 11, 2] die fundamentalen Analogien 
zwischen der Mereologie Lesniewskis und der Theorie der additiv vollständigen 
Booleschen Algebren. — In der vorliegenden Arbeit zeigt Verf., daß sich die Tarski- 
schen Definitionen in der Booleschen Algebra etwas vereinfachen lassen. Als Ele- 
mente der Booleschen Algebra fungieren die Körper, Sphären sind spezielle Körper. 
Verf. nennt eine Sphäre A eine „gesättigte Teilsphäre des Körpers B“, wenn (1) 
ACDB, (2) A eine Sphäre ist und (3) für jede Sphäre X mit ACXCB gilt 
A=X. Er nennt die Sphäre A eine „konzentrische Teilsphäre der Sphäre B“,. 
wenn (1) AC B, (2) A und B Sphären sind und (3) für irgend zwei Sphären X, Y_ 
und jede gesättigte Teilsphäre Z von A'NB’ aus ACXCZ’ und Z Bere 
folgt X NY =0. Auf Grund einfacher elementargeometrischer Sätze ergibt sich 
unmittelbar die Aquivalenz dieser letzten Definition und der entsprechenden De- 
finition Tarskis. Karl Schröter — Günter Asser. 
ei; Lesieur, L&onee: Les fondements de la g6ometrie. Rev. sci., Paris 88, 114120. 

50). 2 BEN 
The author gives a. sketch of a lattice-theoretical approach to geometry, on 
"similar lines as in chapter IV of Birkhoff, Lattice theory (Amer. math. Soe. 
Colloq. Publ. Vol. 25, New York 1948; this Zbl. 33, 101). F. A. Behrend. 
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Perassi, Rinaldo: Sulla geometria elementare a tre dimensioni in un cerpo 
finito. Atti Accad. Sci. Torino, Cl. 184, 189—207 (1950). 

After introdueing, in the usual way, the concepts of point, line, plane, paralie- 
lism, perpendicularity, and square of distance in a threedimensional geometry over 
an-arbitrary field, the author studies the special case of the field of residue classes 
modulo an odd prime number M. The main emphasis is on the relation of isotropic 
and non-isotropic lines and planes; the non-isotropie planes ax + by+c2+d=0 
(and similarly the lines) fall into two species according to whether — (a? + 5? + 2) 
is a quadratie non-residue or residue mod. M ; in the first case the plane contains 
no isotropie lines and through each of its points there are 4 (M +- 1) lines of either 
species; in the second case there are 2 isotropie and 4 (M — 1) non-isotropie lines 
of either species through every point of the plane; corresponding results hold for 
the planes passing through a line. The author also investigates the squares, cubes, 
circles and spheres in this geometry. F. A. Behrend. 

Levenberg, Kenneth: A class of non-desarguesian plane geometries. Amer. 
math. Monthly 57, 381—387 (1950). 

Die Unabhängigkeit des Desarguesschen Satzes von gewissen Hilbertschen 
Axiomen wurde von F. R. Moulton gezeigt mit Hilfe des jetzt allgemein bekannten 
Modells einer nicht-Desarguesschen Geometrie, in dem als Geraden an der x-Achse 
gebrochene Geraden der Euklidischen Ebene betrachtet werden. — Verf. verall- 
gemeinert dieses Ergebnis in zwei Richtungen. Zunächst wird die Geometrie ver- 
allgemeinert durch die Annahme einer allgemeinen funktionellen Beziehung zwischen 
den Winkeln, welche die Halbgeraden der Moultonschen Geometrie mit der x-Achse 
einschließen. Er bestimmt die Klasse von Funktionen, welche projektive Geometrien 
definieren, und findet die nicht-Desarguesschen projektiven Ebenen. Zweitens wird 
die nicht-Desarguessche Eigenschaft der Moultonschen Geometrie generalisiert, um 
zu zeigen, daß der Desarguessche Satz zu einer Klasse von Theoremen gehört, die 
nicht gültig sind in einer der nicht-Desarguesschen Ebenen. - J.C. H.Gerretsen. 


Elementargeometrie: 
Sundet, Knut Lage: Winkeldreiteilung. Norsk mat. Tidsskr. 31, 49—55 
- (1949) [Norwegisch]. — ; 
Goormaghtigh, R.: Droz-Farny’s theorem. Scripta math., New. York 16, 
268—271 (1950). 2 
Droz-Farny, ein 1912 verstorbener Schweizer Mathematiker, veröffentlichte in den Educ. 
Times 71, 89—90, question 14111 (1899) den seitdem nach ihm benannten Satz: Zwei zueinander 
senkrechte Geraden durch den Höhenschnittpunkt eines Dreiecks bestimmen auf den Seiten 
drei Strecken, deren Mitten in einer Geraden liegen. Verf. bespricht die Literatur über den Satz, 
führt andere Formen desselben sowie Erweiterungen und Verallgemeinerungen an, die in der Se 
Literatur vorkommen und zum Teil von ihm selbst herrühren, und beweist zum Schluß eine 
noch nicht bekannte Ausdehnung auf das Tetraeder: Wenn A,B,0,D, das Polartetraeder 
eines Tetraeders ABCD für eine Kugel mit dem Mittelpunkt N ist, so treffen die Parallelen 
durch N zu den Geraden, die A,, B,, C,, D,, mit einem Punkt P der Kugel A BCD verbinden, 
die entsprechenden Flächen des Tetraeders A, B,0,D, in vier Punkten einer Ebene, nämlich der Be: 
Polarebene von P für die Kugel (N). ; IE 4 x Max Zacharias. Po 
Waerden, B. L. van der: Polygone mit maximalem Flächeninhalt. Elemente 
Math., Basel 5, 121—125 (1950). BE ch re 
Unter allen n-Ecken (n fest) mit einer vorgegebenen Seitenmenge a, b, 0... 
gibt es ein einziges mit maximaler Fläche. Es ist einfach und einem Kreis einbe- = 
schrieben. Verf. gibt zwei Beweise. Beim 2., welcher die isoperimetrische Eigen- 
schaft des Kreises benützt, ist es hauptsächlich auf die Eindeutigkeit abgesehen, 
und die Argumentation ist gewissen Steinerschen Schlußweisen verwandt. Beim 
ersten geht Verf. vom 4-Eck aus und folgert dann, nachdem die Existenz des S 
Max. auf Grund des Weierstraßschen Satzes über stetige Funktionen im abge- 
"schlossenen Bereich erschlossen worden ist, die Existenz des Umkreises aus. der- 
h y 3 ) e ’ sg > g 24 
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jenigen für das Viereck. Der Beweis für das Viereck wird nach Zerlegung durch eine 
Diagonale hinsichtlich der Existenz mit Hilfe der Heronschen Formel, und dann 
bezüglich der Kreiseigenschaft auf Grund des Cosinussatzes und der Inhaltsformel 
aus 2 Seiten und dem Zwischenwinkel geführt. Eindeutigkeit kommt zunächst nicht 
heraus. F. Baebler. 

Waerden, B. L. van der: Wieviel Punkte haben auf einer Kugel Platz? Simon 
Stevin, wis. natuurk. Tijdschr. 27, 193—195 (1950) [Holländisch ]. 

Von zwei Punkten auf einer Kugelfläche sage man, sie stören einander nicht, 
wenn ihre (geradlinige) Distanz wenigstens gleich Eins ist. Man kann sich die Frage 
vorlegen, wie viele Punkte auf einer Kugelfläche vom Durchmesser 2r Platz haben, 
ohne einander zu stören. Verf. untersucht diese Aufgabe in der folgenden Fas- 
sung: Wie groß muß der Durchmesser einer Kugelfläche wenigstens sein, damit 
eine gegebene Anzahl n von Punkten auf der Fläche Platz haben, ohne ein- 
ander zu stören? Die Antwort läßt sich für den Falln = 2,3,4,5 und 6 mit Hilfe 
elementargeometrischer Betrachtungen leicht finden, und zwar findet man für den 


kleinsten zulässigen Wert des Durchmessers 2r =1, 3/3, 3/6, y2 und V2 = 
die beiden letzten Ergebnisse sind bemerkenswert, es stellt sich nämlich heraus, daß, 
wenn auf einer Kugelfläche 5 Punkte Platz haben, ohne einander zu stören, auch 
6 Punkte Platz haben. — Eine allgemeine Beantwortung für beliebiges n scheint 
schwierig zu sein. Verf. kündigt eine Arbeit an, in der gewisse darauf bezügliche 
Ungleichungen hergeleitet werden. [Inzwischen erschienen, Math. Ann. 123, 
: 223—234 (1951).] J.C.H.Gerretsen. 
x Hadwiger, H.: Zerlegungsgleichheit und additive Polyederfunktionale. Com- 
ment. math. Helvetici 24, 204—218 (1950). 
Ber In einer früheren Note (dies. Zbl. 33, 299. Druckfehler in der Mitte der 5. Zeile des Referates, 
x wo ,„ployedre‘‘ statt „‚polyedre‘‘ steht, und in der 10. Zeile, wo „‚p‘‘ durch ‚rn‘ zu ersetzen ist) 
“ entwickelte Verf. eine lineare Polyederalgebra in R,, deren Elemente endliche Systeme von bis 
auf eine Kongruenz definierten, orientierten Simplexen (Tetraedern) waren. In der gegenwär- 
tigen Arbeit wird unter einem eigentlichen Polyeder die Vereinigungsmenge endlich vieler ab- 
geschlossener und nicht entarteter Tetraeder verstanden. Zwei Polyeder P und ® heißen zer- 
: legungsgleich, im Zeichen P—Q, falls sich P bzw. @ in endlich viele abgeschlossene eigent- 
‚liche Teilpolyeder P, bzw. Q, zerlegen läßt, derart daß die P, bzw. Q, keine inneren Punkte ge- 
.  meinsam haben, und die P, mit den indexgleichen Q, kongruent sind. Die Zerlegungsgleichheit 
genügt den üblichen Äquivalenzgesetzen (T), (IT), (III). Unter Zugrundelegung dieses Äquivalenz- 
 begriffs als Gleichheitsbegriff definiert Verf. P +0 als ein Polyeder, das sich als Vereinigungs- 
menge zweier P bzw. @ zerlegungsgleichen Polyeder ohne gemeinsame innere Punkte darstellen, 
. läßt. Für 2 >0 ist} Pin naheliegender Weise erklärt. Es gelten: (IV) ((P-Q) u. (P-UQ+Y)) 
—>(U-Y). Sind U und V zwei (gerade oder schiefe) Parallelotope gleichen 'Inhaltes 
J(U) = J(V), so gilt (V) Un V. Es existieren zwei imhaltsgleiche Polyeder U und V mit. 
(VI) (U non — V). (Sydlers Satz). Es sei ,>0 w=1,2,...,n) und 2a,=1, dann gilt, 
für jedes Polyeder P die Relation P—AE+Xx,P, wobei E den Einheitswürfel bezeichnet 
(VII). Es wird hervorgehoben, daß die Multiplikation AP für A<() bisher nicht definiert ist 
und daß das distributive Gesetz aP+ßB P=(x+ß)P(a>0,8>0) nicht gilt. [Bem. 
5 Ref. — (IV) gestattet die eindeutige Definition von P—Q falls PDQ.] Zwei Polyede 5 
und Q heißen äquivalent mod E oder auch zerlegungsgleich mod Z, geschrieben P x Q, 
‚es zwei Koeffizienten x>0,ß>0 so gibt, dß P+aEnQ+PBE besteht. Unte 
£ rundelegung des neuen Aquivalenzbegriffs definiert Verf. — P als AE — P°, wobei AE ein 
in seinem Inneren enthaltenden Würfel und P° den offenen Kern von P bedeutet. Den eigent- 
hen Polyedern wird das „leere Polyeder“ 0 hinzugefügt. Die 0-Äquivalenzklasse besteht : 
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Fog, David: Über das Ausgehen von der Grenze. Mat. Tidsskr. A, Kobenhavn 
1950, 78—84 (1950) [Dänisch]. 

Aus den Sätzen der sphärischen Geometrie erhält man durch einen Grenz- 
übergang, indem man entweder den Kugelradius unendlich groß oder die sphärische 
Figur unendlich klein werden läßt, entsprechende Sätze der ebenen Geometrie. 
Den umgekehrten Weg, das Aufsuchen entsprechender Sätze der Sphärik zu plani- 
metrischen Sätzen, nennt Verf. „Ausgehen von der Grenze“. Er gibt hierfür eine 
Reihe von Beispielen, insbesondere solche, in denen sich für einen Satz der ebenen 
Geometrie mehrere entsprechende Sätze der Kugelgeometrie angeben lassen. So 
ergeben sich z. B. für den Satz von der Potenz eines Punktes bezüglich eines Kreises 
vier verschiedene sphärische Sätze. Max Zacharias. 


Biernacki, Mieezyslaw: Sur le caleul des aires situ6es sur une sphere. Ann. 
Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Sect. A 4, 19—21 und polnische Zusammenfassg. 
21 (1950). 

Elementare Flächenberechnung sphärischer Dreiecke. Helmuth Gericke. 

eCrantz, P.: Sphärische Trigonometrie. Bearb. v. Dr. M. Hauptmann. 
4. Aufl. (Math.-phys. Bibliothek, Reihe II, 7.) Leipzig: B. G. Teubners Verlags- 
gesellschaft 1950. 112 S. mit 76 Fig. und 1 Nomogramm. Kart. DM 4,20. 

e Richardson, Moses: Plane and spherical trigonometry. New York: Macmil- 
lan Comp. 1950. 481 pp. $ 3.75. 

e Rietz, H.L., J. F. Reilly and Roscoe Woods: Plane and u trigonometry. 
ödled. New York: Macmillan Comp. 1950. 277 pp. $3.— 


Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


e Skolnik, David and Miles C. Hartley: Dynamie plane geometry. New York:  _ 
Van Nostrand Co., Ine.; London: Macmillan and Co., Ltd., 1950. XII, 290 p. Fat 

18 s. net. De EST 

Kocher Ernst. L.: Polarsysteme und damit zusammenhängende Berührungs- 

 transformationen. Das Prinzip von Huygens in der niehteuklidischen Geometrie. 

: Publ. Inst. math., Acad. Serbe Sei., Belgrade 3, 101—118 (1950). Se 

 L’A., dans un autre travail (voir ce Zbl. 37, 383), enonca que, dans le cas des 

F Bolarıtek, la „generation continue‘ des correlations qu’il y considerait pouvait 

h s’obtenir au moyen de transformations de contact. De cette assertion une demon- 

- stration est donn& dans le present m&moire. La question est mise en rapport avec le 

_ prineipe d’Huygens en g&ometrie non-euclidienne. - Germdn Ancochea- 

; Rosina, B. A.: Sulla distribuzione dei diametri di una cubica algebriea pianae 
in partieolare sulPufficio dei diametri mutuamente coniugati nel Be ‚della eurva, 
Ann. Univ. Ferrara 8, 16 8. (1950). 2 
Etude de la conique enveloppe des diametres principaux d’une ceubique a 6 

les cas elliptique, hyperbolique et parabolique eorrespondent respectivement aux 

se dotees de trois points distinets reels & ts nn et de deuxi eg 


| 


De  conjugu6s un = Paar, de = abi Etude de la‘ eben Ei 
mugıı du point Bee si la eure degenere; res 
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Ebene entspricht dabei eine kubische Fläche mit konischen Knotenpunkten in den 
vier Hauptpunkten der Verwandtschaft. — Ihre Haupttangentenkurven — rationale 
‚; mit 4 Spitzen — fand Strubecker a. a. O. aus Eigenschaften der nichteuklidischen 
near Hier werden sie in eleganter Weise aus den Hüllkurven von Geraden 
bei einer einfachen ebenen Bewegung gewonnen. Fritz Hohenberg. 

Hohenberg, Fritz: Das Appollonische Problem im R,„ und seine Verallgemeine- 
rungen. Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., 8.-B., Abt. Ila 159, 63—70 
(1950). 

Das Problem von den Kreisen, die drei gegebene Kreise einer Ebene berühren, 
ist in verschiedener Weise verallgemeinert worden. Z. B. sollen die gesuchten Kreise 
die gegebenen unter gegebenen Winkeln schneiden oder von ihnen gegebene Tan- 
gentialentfernungen haben. P.R.Schoute hat es auf den euklidischen R, aus- 
gedehnt: alle Kugeln zu finden, die n + 1 gegebene Hyperkugeln berühren. "Verf. 
verallgemeinert das Problem im R, soweit als möglich, ohne daß die Auflösbarkeit 
mittels linearer und quadratischer Gleichungen verloren geht. Sind m,,;- - -, M;, 
die Koordinaten der Mitten M, der n + 1 gegebenen Hyperkugeln, r, deren Radien, 
My,» .,m, die Koordinaten der Mitte M und r der Radius einer der gesuchten 
Hyperkugeln, so wird die Verallgemeinerung, die der Verf. im Auge hat, durch die 


N 


Gleichungen 5 (m, — m,” =4Ar—2B;r+C, (i=1,2,..,.n +1) charak- 


— 
we! 


terisiert, wo A für alle ‘ denselben Wert hat, B, und (©, aber von allen m,, und r, 
abhängen können. Jede derartige Gleichung ist durch lineare und quadratische. 
Gleichungen lösbar. Die Lösungen werden diskutiert und gedeutet. Sie liefern 
außer den bisher bekannten weitere Verallgemeinerungen, die geometrisch gedeutet 
werden. Lösbare verwandte Probleme entstehen, wenn man alle €‘, oder B, um eine 
additive Konstante vermehrt oder alle B, mit einer Zahl b multipliziert. 

Eugen Löffler. 
Algebraische Geometrie: 


Gröbner, W.: Applieazione del caleolo vettoriale alla geometria algebriea. 
Ann. Univ. Ferrara 8, 8 S. (1950). 

Lecture on the author’s applications of the vector calculus to the algebraie geo- 
2,25 metry [Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 12, 354—368 (1938); this Zbl. 19, 325. 

ER ‘also Antosiewicz, this Zbl. 31, 74]. Germän Ancochea. 
| Arvesen, Ole Peder: Sur P’etude de eertaines courbes algebriques comme eour- 
bes polaires par rapport an points. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 20, Nr. 9, 33—36 (1948). 
Die hier (als Enveloppen) betrachteten Kurven sind die ersten Polaren einer 


Geraden in bezug auf eine in n Strahlbüschel P, P,,..., P, zerfallende Enveloppe 
Br n-ter Klasse. Verf. betrachtet insbesondere aerr Fall, daß r -+ 1 der Punkte P, auf 
einer Geraden liegen. Alle hier analytisch bewiesenen Eigenschaften solcher Kurven 
n: folgen unmittelbar durch Dualisieren aus denjenigen der ersten Polare eines Punktes 

In bezug auf eine in n Geraden zerfallende (,. Eugenio Giuseppe Togliatti. 


Sundet, Kmut Lage: On the Iaigänter in multiple points of algebraie eurves. 
‘Norsk mat. Tidsskr. 30, 65—68 (1948). 
On sait que, pour je sextiques planes avec trois points tüplee une queleonque 
des 9 tangentes en ces points est determinde par les 8 restantes. L’A. donne deux 
EE göneralisations de cette propridte & certaines courbes planes d’ordre n. 
Da German He 
Sundet, Knut Lage: On the geometrie- selahon between the tangents in mul- } 
 tiple points of algebraie eurves. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 19, Nr. 9, 29—32 (1947). 
Verf. geht von dem bekannten Satz aus, daß die 6 Doppelpunktstangenten 
; einer Kurve 4. Ordnung mit 3 Doppelpunkten ein und denselben Kegelschnitt 
berühren. Er schließt daraus, daß auch bei ‚höheren algebraischen Kurven mit, 


! 
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mehrfachen Punkten beliebiger Multiplizität eine geometrische Beziehung zwischen 
den Tangenten in diesen Punkten bestehen muß, falls die mehrfachen Punkte und 
ihre Tangenten zusammen mehr Bedingungen darstellen als für die Kurve not- 
wendig sind. Diese geometrische ha wird für eine Kurve n-ter Ordnung € 
Pfpostallt, die durch die mehrfachen Der f» fa» fa. f,„ von den Ordnungen 
S1> Sg» Sgy 4 > 57, und eine Anzahl Tangenten in ihnen gegeben ist. An die Stelle En 
Kegelschnitts in dem oben angeführten Satz tritt eine höhere algebraische Kurve. 
Der allgemein bewiesene Satz wird durch ein Beispiel illustriert, in dem n — 4, 
h=-4,,3 =, =3,=2, ,—=1 ist und die Tangenten in f} und /, gegeben sind. 
Die gefundene geometrische Beziehung liefert dann die Lage der Tangenten im 
Doppelpunkt f3. Kulgen. Löffler. 

Nollet, Louis: Les systemes lineaires de courbes algebriques planes et leurs 
elassifieations. Acad. Belgique, Bull. Cl. Seci., V. S. 35, 730—742 (1949). 

Dans une conference faite ä& Paris & la Soo. Math. de France, l’A. a donne une 
vue d’ensemble des classifications des systemes lineaires de ceourbes algebriques 
planes, avec les notions de classification arithmetique, syst&mes de 1° et 2° espece, 
classification geome6trique. Ce cadre d’etude a d6jä &te applique aux faisceaux de 
genre deux, aux systemes de genre quatre et aux systemes de genre trois [par I’A. 
et F. Jongmans]. Leonce Lesieur. 

Godeaux, Lucien: Points de diramation des surfaces multiples. Bull. Soc. 
math. Belgique 1949—1950, 41—45 (1950). 

Dans un espace 8”, I’A. considere une surface algebrique F possedant une 
involution eyclique d’ordre premier ayant seulement des points unis isoles; sur la 
surface image de l’involution, &tude du cöne tangent en un point de diramation 
dans le cas oüı selon la terminologie de l’A. ce cöne ne possede que des droites doubles; 
alors il se deecompose en deux, trois ou quatre cönes rationnels. Bernard d’Orgeval.- 

Baldassarri, Mario: Su una elasse di superfieie-modello di una trasformazione 
birazionale fra due piani. Ann. Mat. pura appl., Bologna, III. S. 31, 231—261 (1950). 

Les couples de points homologues dans une transformation birationnelle plane 
d’ordre n peuvent ätre representes par les points d’une surface rationnelle F, non 
reglee, d’ordre 2n + 2, de S,;4, & sections de genre n — 1, contenant deux reseaux 
homaloidaux de courbes rationnelles normales dont la somme donne le systeme des 
sections hyperplanes (Godeaux, ce Zbl. 34, 245). L’A. demontre qu’inversement, 


une surface F de S,,,„, d’ordre 2n + 2, & sections de genre n — 1, contient neces- 


sairement au moins deux reseaux homaloidaux de courbes rationnelles et represente 
une transformation birationnelle. Les espaces lineaires contenant les courbes des 
deux r6eseaux engendrent une m&me variete cubiqueä& n + 3 dimensions possedant 
une variete double du sixieme ordre, & n dimensions, & sections planes elliptiques. 
Cette variete peut &tre engendree par trois gerbes homographiques d’hyperplans. 
Reciproquement, une telle vari6te contient toujours des surfaces telles que F et cette 
surface peut &tre engendree par n + 1 gerbes projectives, trois formees d’espaces 


S,42 et les autres d’hyperplans. La variete engendree- par ces gerbes comprend, 


outre F, un certain nombre d’espaces lineaires qui sont les espaces contenant les 


courbes de F, homologues des points fondamentaux de la transformation biration- 

nelle associee. L’auteur precise ensuite le choix des gerbes generatrices de F. Tr 
considere la representation analytique des transformations birationnelles du Dan 
deduite des theoremes &tablis et montre que F peut &tre consideree comme l’inter- 
section de n + 1 cönes quadratiques qui ont en outre en commun un systeme d’ es 


paces fondamentaux de la surface. Il termine en montrant le röle jou6 par la sur- 
face F dans la classification des transformations birationnelles. Lucien Godeauz. 

= Tibiletti, Cesarina: Sulle eurve intersezioni eomplete di due superfieie. Aus: 
"Mat. pura appl., Bologna, III. S. 31, 69—81 (1950). j s 
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courbe € d’ordre mn est l’intersection complete de deux surfaces algebriques d’ordres 
m, n, elle est projet6e d’un point de l’espace sur un plan suivant une courbe C’ d’ordre 
mn possedant 4mn (m — 1) (n — 1) points doubles situes sur une courbe d’ordre 
(m — 1) (n— 1). Inversement, Halphen (Oeuvres, t. III, Paris 1921) a etabli que 
si une courbe (© satisfaisant aux conditions pr&cedentes est la projection d’une 
courbe C, celle-ei est l’intersection complete de deux surfaces d’ordres m, n. L’auteur 
donne une demonstration rigoureuse et elegante de ces theoremes. Le centre de 
projection etant A l’infini sur l’axe des z, on recherche, par divisions successives, 
le plus grand commun diviseur des equations des surfaces considerees comme equa- | 
tions en 2. Cela conduit A une suite de surfaces passant par la courbe ( et ayant 
des multiplieites croissantes au point A l’infini sur Oz. On obtient ainsi tres simple- 
ment la d&monstration du premier theoreme. Le second th&oreme se demontre en 
construisant inversement ces surfaces en partant de (’ et en utilisant le theoreme- 
Af-+ Bo de Noether. Lucien Godeaux. 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen. 


Chen, Yu Why: Existenee of minimal surfaces with a simple pole at infinity_ 
RE and condition of transversality on the surface of a eylinder. Trans. Amer. math. 
e Soc. 65, 331—347 (1949). ; 
Rare Das Problem I eine Minimalfläche zu konstruieren, deren Flächenelemente im Unendlichen 
a die Stellung einer bestimmten Ebene annehmen und deren Innenrand auf einem gegebenen 


glatten Zylinder C liegt und diesen orthogonal (transversal) schneidet, hat nach Caplygin‘ 
eine hydrodynamische Bedeutung, da die Minimalfläche die zirkulationsfreie Potentialströmung 
einer kompressiblen Flüssigkeit um ein Profil (den Querschnitt jenes Zylinders) approximiert. 
[Anm. des Ref.: Die Potenzentwicklung z= p(x, y; M) des Geschwindigkeitspotentials nach 
der Machzahl M stimmt mit der Potenzentwicklung der Minimalfläche bis zu den Gliedern 
4. Ordnung einschl. überein, wenn ß, der Tangens der Neigung, durch 9? = M?/(1— M?) bestimmt 
wird. Für die Pötentialströmung mit Zirkulation gibt Verf. dankenswerte Literaturhinweise; 
diese sind dem Ref. allerdings nicht erreichbar, der selbst 1943 für den zirkulatorischen Fall 
einer Kontur mit Ecke einen (bisher unveröffentlichten) Existenzbeweis mit den Lichtenstein- 
schen Methoden geführt hat.] — Verf. löst das geometrische Problem mit der von Courant ent- 
 wiekelten Methode im Großen, d.h. für ein beliebig glattes Profil des Zylinders und vor allem 
bei beliebiger Neigung der genannten asymptotischen Ebene. Im Großen verliert das Problem 
freilich seine Bedeutung für das Strömungsproblem. Die Parameterdarstellung der gesuchten - 


Fläche 
wu, ı) = —al Sn By? (rt—r) cos0 + X (u, v), ywe) =a(rt—r)sind+ Y(u,v), 
20) = — Ball + By"? (+ r) cos, re? =u+iv, a= const., Be 
> hrb auf ein gewisses Abbildungsproblem I der Peripherie des Einheitskreises R der u, v-Ebene 
auf eine orientierte Jordankurve C im Raum im Sinne von J. Douglas und dieses wieder auf 
das folgende Minimumproblem: Unter allen Funktionen f(u, v), g(u, v), dein RW +.2<1, 
stetig und im Inneren R abteilungsweise differenzierbar sind und die positiv orientierte Peri- 
herie in die negativ orientierte Jordankurve ©’ monoton und stetig abbildet, soll das Paar 
(u, v), Y(u,v) gesucht werden, welches j ; ea: Bee 
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nem Minimum macht. — Da das Dirichletintegral entsprechend dem Pol (Doppel: 
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eine Minimalfläche in u® +»? < 1 entsteht. Theorem 3 a Er als eine stetige Funktion 


von ß und Theorem 4 besagt: Aus einer Lösungsfolge X (ß,), Bi = Ana mies 
läßt sich stets eine Teilfolge auswählen, welche gegen eine Ale X (B*), Y(ß*) konvergiert. 
Ernst Hölder. 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Smirnov, R. V.: ua reionen p-adjungierter Systeme. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, S. 71, 437—439 (1950) [Russisch ]. 

Verf. definiert als p- ae System ($,) eine »-dimensionale Fläche in einem n-dimen- 
sionalen projektiven Raum, auf der man p Familien von Linien (das adjungierte Netz) so wählen 
kann, daß 1) von jedem Flächenpunkt » Netzlinien in linear unabhängigen Richtungen ausgehen, 
von denen jede je einer der Familie angehört, 2) die Tangenten an eine beliebige Linie einer Fa- 
milie, gelegt längs einer beliebigen Linie einer zweiten Familie, eine zweidimensionale Regelfläche 
bilden. Ist nun A, ein Punkt auf der Fläche, sind A,, A,,..., 4, Punkte auf den Tangenten 
an die p-Linien durch As, welche verschiedenen Familien angehören, sind endlich A,1,,. . -, 4, 
Punkte allgemeiner Lage außerhalb der Tangentialebenen, so ist bezüglich des dadurch fest- 
gelegten Bezugssystems das p-adjungierte System bestimmt durch das System Pfaffscher Glei- 


chungen: 
a) = 0, =adot+bio, of = ar wi, 

i#5,463=1:..,9 a =pHl,...,n (nicht summieren!). 
Das System ist in Involution und die gesuchte Fläche ist bis auf y(p— 1) willkürliche Funktio- 
nen von zwei Veränderlichen bestimmt. Die Punkte 4? = bF A, + 4, beschreiben die Rückkehr- 
kante der zweidimensionalen Regelfläche; sie werden als Brennpunkte bezeichnet; ihre Anzahl 
ist p(p— 1). Bei Verschiebung des Punktes A, in dem p-adjungierten System beschreibt jeder Ex 
der Punkte 4# eine Fläche 4#, die ein p- „adjungiertes System ist. Diese Flächen AF sind die Br 
Laplace- Transformierten der Fläche A,- Da die Flächen A# p-adjungierte Systeme sind, kann 
man ihre Laplace-Transformierte konstruieren und erhält damit eine Laplace-Folge des p-adjun- se 
gierten Systems, die interessante Eigenschaften aufweist. Bei der s-ten Laplace-Transformierten ee 
ergibt sich folgende Zahl neuer p-adjungierter Systeme: 5 2: 

8 


Ze ESCHE 


fe 
Bei g-facher Anwendung der Laplace-Transformierten erhält man g-fache Brennpunkte, d. h. 
‘solche Brennpunkte, die gleichzeitig Brennpunkte für g verschiedene Laplace-Transformierte 
sind; die größtmögliche Vielfachheit der Brennpunkte für ein p-adjungiertes System ist p—1. ES 
Wählt man auf jedem Strahl 4,4, = 1,2,...,p) den Punkt B,=»v;4, +4, und stellt h 
die Forderung er ER RE 
(dB, B, Bj] = 0 mod (w!, @°,.. „ot, o’*!,...,0o®), 
so erhält man die folgenden Gleichungen für »;: 
> ’ D - : 
3 Idv; + v,(0) — 0) + @— 3 v,w, + bi) o!, or) =) 
i=1 
I#i 
i se 5,34,3=1...9; (nicht nach : summieren!). 


Das ‚System ist in Involution und die Lösung hängt von p Funktionen von einer Voränderlichen ; 
ab. Jeder Punkt B, beschreibt ein adjungiertes System, dessen analoge Eigenschaften aufge- 
‚sucht werden. Endlich wird das g-adjungierte System betrachtet, dasdurch "= = o’=0 
aus dem System 8, abgespaltet wird. Dadurch werden Flächen bestimmt, unter denen sich 
die von E. Cartan Bull. Soc. math. France 47, 125160 (1911); 48, 132—208 (1920)] befinden. 
Zum Schluß wird noch auf die Beziehungen zu den Ergebnissen von T. L. Koz’mina (dies. 


7bl. Er und $S. Chern ISe Nat. Acad. Sci. USA 30; 95—97 En Tel ee 
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Riemannsche Mannigfatigkeiten Übertragungen: 


’ Bu: emann, Herbert: The foundations of Minkowskian geomelry. _ Commen 
{ tiei 24, 156—187 (1950). 5 


A an mit en ertolgraichän Unt 
sis das Studium der Ne Räum 
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geometrischen, mengentheoretischen Standpunkt aus hat Verf. selbst aufgebaut (s. z. B.: Metrie 
methods in Finsler spaces and in the foundations of geometry, Ann. Math. Studies, Nr. 8, Princeton 
1942); die dort behandelten Fragen berühren aber kaum den ursprünglichen Caratheodory- 
Finslerschen und den späteren Cartan-Berwaldschen Problemkreis. In einem Übersichtsartikel 
(dies. Zbl. 37, 245) stellte er ein Programm zur Untersuchung der Finslerschen Räume auf, dem 
das elementar-, im schulmäßigen Sinne differential-, -geometrische Studium der Minkowskischen 
(endlich-dimensionalen Banachschen, kurz W-) Räume zugrunde liegt. In dem zu besprechenden 
Artikel wird das dort skizzierte Studium ausgeführt. Ref. möchte auf die Dissertation von 
H. Rund (Kapstadt, Juni 1950) hinweisen, die bei derselben Grundeinstellung zu einer anderen 
Gestaltung führt, wobei beim Vergleich das zu erwartende, nichtsdestoweniger merkwürdige 
Phänomen der Spaltung der Euklidischen Begriffe durchgehend zum Ausdruck kommt. Über 
seine Ergebnisse trug Rund anläßlich des Kongresses der D.M. V. in Erlangen im September 
1950 vor. Der mittlere Teil der These ist schon in Math. Z. 54, 115—128 (1951) erschienen. 
Hinsichtlich der Problematik deckt sich der erste Teil weitgehend mit der im folgenden rezen- 


sierten Arbeit, dagegen sind alle neuen Begriffsbildungen verschieden. — R = R(n) bezeichnet 
einen n-dimensionalen Euklidischen Vektorraum, z den Nullvektor (Ursprung), e(x, y) die 
Euklidische Entfernung zweier Punkte x und y, R= R(n) einen W-Raum mit demselben 
Vektorraum als Träger, O(p,r) bzw. U(p,r) die M-Kugel(oberfläche) bzw. die M-Vollkugel 
mit Zentrum p und Radius r. Die M-Einheitskugel C=((z,1) ist die Indikatrix oder Eich- 
fläche, U = U(2,1) der Eichkörper der M-Metrik. Der Kürze halber werden r-dimensionale 
Hyperebenen V,(0<r<n) bzw. Parallelepipeda P, als r-Flache (r-flats) bzw. r-Schachteln (r-boxes) 
bezeichnet. Der Durchschnitt des Y,-parallelen r-Flaches V,.(z) durch z(Linearraum) mit U ist der 
mit U(V,) bezeichnete V,-Eichkörper. Nach G. Choquet [C. r. Acad. Sci., Paris 218, 
696—689 (1944)] normiert Verf. das bis auf eine multiplikative Konstante definierte affine 
r-dimensionale Maß in einem V, (r > 0) durch die Forderung, daß das Maß von U(V,) den 
Euklidischen Wert &(r) (das r-dimensionale Lebesguesche Maß der r-dimensionalen Vollkugel) 
annimmt. Für eine Borelsche Menge M in V, bezeichnet |M |, das r-dimensionale Choquet- 
Minkowskische Maß, |.M |? das r-dimensionale Euklid-Lebesguesche Maß, o(V,) das Verhältnis 
|M |,:| M|# (M-Verzerrung). Nach einer unveröffentlichten Arbeit von Loewner existiert ein 
und nur ein U enthaltendes Ellipsoid von kleinstem n-Maß, das eine Euklidische Metrik H(R) 
bestimmt. Wie Ref. bemerkt, liegt Loewners Euklidische Metrik der Bouligandschen Definition 
des unteren Flächenmaßes in einem zweidimensionalen Finslerschen Raum [C.r. Acad. Sci., Paris, 
218, 696—698 (1944)] zugrunde. — Finsler führte den M-Kosinus zweier Richtungen ein, 
Rund ergänzte in naheliegender Weise durch die Definition eines M-Sinus, die die Differenzier- 
barkeit der Indikatrix voraussetzt. Verf. definiert den W-Sinus für ein «-Flach A und ein b-Flach 
B von positiven Dimensionen «a und b und nicht leerem Durchschnitt D, wenn min (a,b) =d-+1, 
wobei d = dim D. Er betrachtet nämlich eine d-Schachtel Pin D, erweitert Pin A bzw. B zu 
einer a-Schachtel P’ bzw. b-Schachtel P’’, dann beide zu einer (eindeutig bestimmten) g-Schachtel 
Sim FlachQ = A + B(q = dim Q) und setzt sm(4A, B) = |P|, |S|.:| P’\. | P’\o, wo | Pl. =1 
gesetzt ist, falls d = 0. Die Funktion sm(A, B) ist nichtnegativ, symmetrisch in A und B und 
braucht nicht < 1 zu sein; es werden keine Schranken angegeben. Im eindimensionalen Fall 
eines Dreiecks a, ß,y ist sm(aß, y) = 2. M-Fläche des Dreiecks: Produkt der M-Längen der 
‚Seiten «ß,ay. A heißt normal zu B, im Zeichen A | B, und B transversal zu A, wenn für jedes 
a-Flach A* durch Din Q gilt sm(A*, B) < sm(4, B). Der im allgemeinen in A und B unsym- 
metrische Begriff stimmt mit dem üblichen überein, wenn A eine Gerade und B eine Hyper- 
ebene [(n — 1)-Flach] H ist, sm(G, H) wird dann = x(H) gesetzt (bei Rund würde es = 1 sein). 
Ist: G eine Gerade, so steht H normal auf G dann und nur dann, wenn H unter allen Hyperebenen 
mit jedem unbegrenzten G-Zylinder einen Durchschnitt von maximalem (n — 1)-dimensionalem 
M-Maße hat; gilt H |.@, so wird sm(H,@) = a(G) gesetzt. Verf. beweist den grundlegenden 
Satz: Sind a, b, d, q nichtnegative ganze Zahlen mit min(a,d))=d+1 unddg=a+b-d, 
Q ein festes g-Flach in Rund D ein festes d-Flach in Q, dann gibt es (i) zu jedem b-Flach B durch 
Din®@ ein.a-Flach AinQ mit A | B, (ii) zu jedem a-Flach A durch D in Q ein 5-Flach B mit 
7 A | B. Aus der strengen Konvexität bzw. Differenzierbarkeit von (' folgt Eindeutigkeit im | 
r Fall (i) bzw. (ii). Der Beweis beruht auf folgendem Lemma: (Vor.) A ist ein konvexer Körper 
. mit inneren Punkten im s-dimensionalen Euklidischen Raum, ® ein (s— 2)-Flach durch einen 
inneren Punkt von A, IT ein 2-Flach, das auf ® im Punkte p senkrecht steht. Eine durch © be- \ 
. grenzte halbe Hyperebene Y schneidet A in YN A. Das (s— 1)-dimensionale (positive) Maß 
des Durchschnitts wird auf dem Strahl Y N IT von p aus abgetragen. (Beh.) Die erhaltene Eich- 
»kurve ist konvex, sogar streng konvex, falls A streng konvex ist. Beim Beweis des Existenz- 
% und Eindeutigkeitssatzes werden Euklidische Hilfsmittel durchaus herangezogen. — Die Zweck- 
mäßigkeit des Normalitätsbegriffs wird an Hand der in einem früheren Artikel (dies. Zbl. 38, 103). 
Br eingeführten Isoperimetrix gezeigt. ‚Eine vom isoperimetrischen Problem unabhängige und von. 
DE Euklidischen Elementen freie Definition lautet: 7’ ist die Hülle (im Sinne der Theorie der kon- 
..  vexen Körper) der Hyperebenen 4 mit der Eigenschaft, daß jede (n— 1)-Schachtel in H vom 
(n — 1)-dimensionalen M-Maße = 1 durch die Translation H(z2)— H eine n-Schachtel vom 
hensionalen M-Maße — 1 erzeugt. 7’ ist eine um z konvexe Hyperfläche. Die Stützhyper- 
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ebenen von 7 in einem Punkte p sind die auf der Geraden @ durch z und pin» normalen Hyper- 
ebenen. Die Minkowskische Entfernung zp = a1(G) (Minkowskische Polargleichung von T). — 
x(‚S) bezeichnet eine Kurve f der Klasse C” ınit der Euklidischen Bogenlänge $S als Parameter, 
S die entsprechende M-Bogenlänge 2, = x(8,)= x(S,), = 0,1,..,r: 2<r< n) sind 
r + 1 Punkte auf $, P,_, bzw. V*, die von a9». ;, %_ı bzw. 21,...,%, gespannten (r—1)- 
Flache. Die (r— 1)-M-Krümmung x,_,(S) definiert Verf. als r lim sm(V 1, V* ,)/&,&,, wenn 
8; — 8. Die Existenzfrage wird nicht erörtert. Im Falle r = 1, wenn t, die Tangente und ? 
die Schmiegebene von im Punkt x(S) sind, besteht zwischen der M-Krümmung x und der 
Euklidischen Krümmung # die Gleichung x =x*o0(t,) o3(t,). Es wird untersucht, inwieweit 
die Krümmungen die Kurve bestimmen. Wir erwähnen nur die folgende Kennzeichnung, 
wenn n = 2: Ein Bogen p», (S) der Klasse (0, dessen Tangente sich um r> r dreht, läßt sich 
durch eine Translation in p,(S) dann und nur dann überführen, wenn P1(8) und 9,(8) dieselben 


Krümmungsfunktionen x(S$) und &* (8) haben. — Eine Übertragung von Eulers Theorem folgt 
aus folgender Bemerkung: Liegt in R, und wählt man als x-Achse die Tangente in x($) und 
als y-Achse irgendwelche von der Tangente verschiedene Gerade durch x(S), dann gilt x = 
B- f’(0)—=P - lim 2f(x)/x?, wo ö den M-Sinus der Achsen bezeichnet (Gleichung €). Die Dupin- 
sche Indikatrix einer Hyperfläche M der Klasse 0? in einem Punkte p besteht aus einem Paar kon- 
jJugierter Quadriken in der Tangentialhyperebene H; sie tritt nämlich als „Grenzvergrößerung 
von parallelen Kleinschnitten‘“ auf. Ihre Anwendung als Krümmungsindikatrix folgt aus (E). 
Bis auf den Unterschied in der Sinus-Definition finden wir dieselben Ausführungen bei Rund, 
der den Sinus-Faktor in (C) = 1 macht, indem er y_| H wählt. Die folgende Gleichung ver- 


bindet die Finsler-Haantjes-Mengersche Krümmung x'”’(p) einer Kurve @ in einer Minkowski- 
schen Ebene in einem Punkte mit der eben definierten x(p), nämlich (x (p))’ = x’ (p) - x," (P). 


wo x, (p) die Krümmung der Isoperimetrix 7 im Punkte p darstellt, in welchem die Tangente 
an T der Tangente von fi in p parallel läuft. — Es sei %: p(u, v) = [x(u, v), y(u, v), z(u, v)] 
eine konvexe Fläche der Klasse 0? im R, in Gaußscher Darstellung. Die erste M-Fundamental- 
form wird als P(du, dv) = F?(dx, dy, dz) definiert, wobei # die M-Distanzfunktion bezeichnet, 
die zweite M-Fundamentalform Q (du, dv) als 2 - Wt-Entfernung des Punktes p(u + du, v + dv) 
von der Tangentialebene Y in p(u,v); in beiden Fällen vernachlässigt man die Differential- 
glieder von der Ordnung > 2. Esgilt Q (du, dv): P (du, dv) = 1: x(du, dv) - o (du, dv), wo a(du, dv) 
den M-Sinus von der Tangente t = t(du, dv) in V mit der M-Normale zu V in p, und o!(du, dv) 
die Krümmung x des M-Normalschnittes durch i bedeuten. Es heiße g(u, v) ein Punkt auf der 
Isoperimetrix 7, in welchem die Tangentialebene W zu V parallel ist. Die M-Hauptrichtungen 
und Hauptkrümmungen in p sind durch die Gleichung dp = R:dg definiert. Gehört 7 zur 
Klasse C? und besitzt sie positive Gaußsche Krümmung, dann ist jede Hauptrichtung dadurch 
gekennzeichnet, daß sie dieselbe Konjugierte in bezug auf die Dupinsche Indikatrix von % und 
T hat. Die M-Gaußsche Krümmung K=1:R,R, ist = Grenzverhältnis entsprechender 
Flächenelemente auf % und 7 in einer Umgebung von p bzw. q. Die Linien 2 auf %, deren 
Tangentialrichtung in jedem Punkt mit einer M-Hauptrichtung zusammenfallen, besitzen 
folgende charakteristische Eigenschaft: Die Transversale zur Tangentialebene entlang % erzeugt 
eine abwickelbare Fläche (Torse). Das Verschwinden der ersten Variation des Flächenmaßes von 
% ist mit dem Verschwinden der mittleren W-Krümmung äquivalent. — Diese Arbeit, die erste 
in einer Reihe von Publikationen über Finslersche Räume, bedeutet wie Runds These eine 
Wendung in der Auffassung und Untersuchung dieser Räume, die von nun an als verallgemeinerte 
Minkowskische Räume auftreten. Bahnbrecher in dieser Richtung waren Menger und Chogquet. 
Verf. benutzt Methoden der Integralgeometrie, indem er Choquets Maß heranzieht und über- 
flüssige Differenzierbarkeitsannahmen beseitigt. Der Leser vermißt eine klare Unterscheidung 
der auftretenden Strukturen. Die Euklidische Struktur ist letzten Endes nur ein Hilfsmittel, 
deren Abschaffung größere Übersichtlichkeit bringen kann, zum Beispiel bei der Definition der 


‚Isoperimetrix. Ein Minkowskischer Raum ist ein mit einer Banachschen Norm versehener 


endlich-dimensionaler Vektorraum. Das Verhältnis zweier paralleler Vektoren, die r-Flache, 
die r-Schachteln, die Ellipsoide, die in bezug auf eine Quadrik konjugierten Richtungspaare 


sind affine, also vor-Minkowskische Begriffe. Das. n-dimensionale Maß, die Dupinsche Indikatrix 2 7 


sind bis auf eine Konstante affin definiert; die Überlagerung der M-Metrik gestattet die abso- 
lute Wahl der Konstante. Verf. vermeidet die Tensorrechnung; Rund dagegen verwendet 


sie systematisch, verwertet den dualen Raum und das durch die kanonische Abbildung der 


Er 00 


(differenzierbar vorausgesetzten) Indikatrix auf die Figuratrix definierte Hinauf- bzw. Hinab- 
setzen der Indizes. Des Verf. sphärische Abbildung zieht die Isoperimetrix heran, Runds die Figura- 
trixim dualen Raum. Verf. vermeidet den Winkelbegriff, sogar bei der Definition der Kurven- 
krümmungen. Rund mißt Winkel durch die Länge des eingeschlossenen Indikatrixbogens. Inze 
dieser Hinsicht sei hervorgehoben, daß das an des Verf. erste Krümmung angepaßte Winkelmaß 
dem Flächenmaß des eingeschlossenen Eichkörpersektors gleich zusetzen ist. Daraus folgt, daß 


‘es (wie übrigens auch das vonCartan benutzte Winkelmaß) r-normalisiert ist, d.h. dieSumme 


der Maße der Winkel in einer Ebene um einen Punkt ist = r, was nach des Verf. Auffassung (dies. 


. Zbl. 34, 103) in Verbindung mit Additivität und Stetigkeit die Definition einer Integralkrümmung 
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auf einer Fläche und einer Gaußschen Krümmung als Radon-Nikodymschen Integrand poten- 
ziell enthält, oder in anderen Worten einen Gauß-Bonnetschen Satz. Des Verf. Behauptung, 
Seite 180, Fußnote 13, ist insoweit zu berichtigen, daß Mengers Mitarbeiter, A. Wald (dies. 
Zbl. 11, 36), eine Flächenkrümmung Riemannscher Art in allgemeinen metrischen Räumen durch 
kongruente Einbettung von Quadrupeln in die elliptische bzw. Euklidische bzw. hyperbolische 
Ebene definiert und studiert hat. Eine Fassung vom Satz (71) nach Cartans Muster gibt E.T. 
Davies (dies. Zbl. 32, 429). Die Behauptung am Schluß vom $6 betr. die Vorteile beim Ge- 
brauch von integro-differentialen Ausdrücken mag wohl bestritten werden, tatsächlich wurden 
dadurch neue F orschungsmöglichkeiten eröffnet. Die geometrische Erschließung des Choquet- 
schen Maßes ist sicherlich eine großartige Leistung. Doch liegt wahrscheinlich die Zukunft der 
Theorie der Finslerräume in einer Synthese der verschiedenen Strömungen, die sich gegen- 
seitig ergänzen. Christian Pauc. 

Verbickij, L. L.: Über die Gleichungen der Einbettung von Riemannschen 
Räumen der Klasse 2 in Euklidische. Trudy Sem. vektor. tensor. Analizu, Moskva- 
Leningrad 8, 425—429 (1950) [Russisch ]. 

In order that a riemannian space R, defined by ds? = g,,dx' dx’ be immersible 
in a euclidean E,,, it is necessary and sufficient that there exist in A, k symmetrie 
tensors „bij; and k(k—1)/2 vectors „sT; (= —5:T:) (,ß =1,2,...,k) which 
satisty the equations of Gauss, Codazzi and Ricci (ef. Eisenhart, Rie- 
mannian Geometry, Princeton 1926, p. 192). The author proves that if R, is of class 
2(k = 2) and at least one of the tensors „b;; («= 1,2) has a rang r >2 the 

x equations = Rieci are consequence of the equations of Gauss and Codazzi. 
E Be Luis A. Santalo. 


Hlavaty, V.: Deformation theory of subspaces in a Riemann space. Proc. 
Amer. math. Soc. 1, 600—617 (1950). 
In einer V, mit Koordinaten &* ist ein Normalsystem von oo”=" YV,, gegeben. 
Es wird untersucht, was mit diesen V',, und mit den in ihnen gelegenen geometrischen 
 . Objekten passiert, wenn die V, eine infinitesimale Punkttransformation erleidet. 
Wird in einer der V,„ ein System von Koordinaten »@ gewählt und werden die V,, 
alle eineindeutig aufeinander abgebildet, so bilden die 7° Koordinaten für jede der V',. 
Läßt man die Abbildung ungeändert und transformiert man die »/, so sind die A@ 

' im allgemeinen Funktionen der 7“, also auch der &*. Sie sind dann und nur dann 
unabhängig von den £*, wenn sie Konstanten sind, d.h. wenn die Transformation 
a —n" eine affine ist. In dieser Arbeit wird vorausgesetzt, daß 2, A« = 0, die 
abgeleiteten Eigenschaften sind also keine Eigenschaften der V,, als a sondern 
des Systems dieser V „ und der bevorzugten Koordinatensysteme, und alles, was 
hier „invariant‘“ genannt wird, ist nicht invariant im gewöhnlichen Sinne. Dies 
erschwert das Ba der Arbeit sehr. Wichtige Gleichungen wie 1, —=0 in$7. 
' sind in Wirklichkeit nicht invariant und können also unmöglich eine Eigenschaft 
r Yn und der infinitesimalen Transformation zur Darstellung Beingen, Der Autor 5 
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ht ee da sie sich auf Unschönheite FR die hätten Ban we a en 
1. Die Va 2 E (1, 2;3b) hätten D, sein müssen. Tatsächlich besitzt die 


keine Bestimmungszahlen we j und. übrigens ir 
3b) Ken Spezialfall. von (1,2;3c), wenn diese letzte Gleichung nicht nur fü 
Der an: auch für untere griechiche Indizes angeschrieben w d. Eu 
erentialoperator für Felder der V,, von der Art einer Lie-At 
finiert werden als die v, „Komponente ‚der Lie-Ableitun 
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Riemannian spaces [Math. Ann. 97, 291-320 (1926)], the theory of infinitesimal deformations 
of such spaces as well as in more general metric and non-Riemannian Spaces has received a great 
deal of attention from various writers, in particular Bortolotti, RE. Carta n,Davies, Hayden, 
MeConnell, Schouten, Synge, Vranceanu and the author. In the present paper a syste- 
matic account of the more general aspects of this topic is presented. The author develops the 
theory consistently ab initio with special stress on the geometrical background of his to some 
extent novel methods by means of which he deduces a large number of previously known as 
well as new results. Often interesting alternative methods are indieated. The introduction con- 
tains an illuminating survey of the main contributions of the various writers. — In an n-dimen- 


sional space 4, with affine connection re „and torsion S”, Une n)san.infinie 


tesimal deformation (*) &#— x’ + &*(a*)dt is introduced and the operation of Lie derivation 
(denoted by 2) is defined and developed along purely geometrical lines for tensors and tensor- 


densities. The formulae for DT} „ofE.T. Davies [Ann. Mat. pura appl., Bologna 12, 145—151 


(1933—1934), this Zbl. 7, 367] are obtained; similarly the commutation relations of the operators 
D, ö (covarjant derivation) applied to vectors, first given by Slebodzinski [Prace mat.-fis., War- 


szawa 39, 55—62 (1932); this Zbl. 4, 417]. Alternative methods, especially for the case Ss? =6 


-zuv 
using the notion of path are indicated. The variation due to (*) of the covariant derivatives of ten- 
sors is examined and the results of Davies (loc. cit.) are re-established. Furthermore, a study 


of DS? zu, and DR’ ie (BE ». being the curvature tensor of 4,) lead directly to certain relations 
andidentities, some of which had previously been found by Davies (loc. cit.) and by Slebodzinski 
(loc. eit.). The Lie derivatives of 9, (metric tensor), the Christoffe) symbols of the second kind 
and the curvature tensor of a Riemannian space are found by direct caleulation; it is shown that 
‘these derivatives vanish identically if (*) leaves invariant the distance between neighbouring 


points. — An m-dimensional subspace A,, of A,, represented by a” — x” (a) is introduced. To 
the m vectors B;* = x*/ea’ of A„n— m independent vectors B are assigned (i,j,k,... = 
l,..„m; P,Q....=m-+1,...,n) and the inverse of the matrix (B;?, B;}) is denoted by 
(EB: EEE A} The covariant derivatives of these vectors are denoted by H'; 4; Li; ps: Mutual 


relationships between the latter and between 13: S“ j„ (of A„) and 1% a Ss” ws (of A,) are derived. 


The equations of Gauss and Codazzi are proved briefly. After these preliminaries the defor- 
mation of A,, due to (*) is examined. The quantities DB,', DB5,, DB,» DIBE: , are evaluated; 
similarly DIE,, IS“, ® DT, +. . are expressed in terms of DM; and Ds’ ER Some of these 
results had already been found by Bortolotti [Mem. Accad. Sci. Ist. Bologna 5, 43—48 (1927)], by 
Hayden [Proc. London math. Soc., H.S. 37, 416—440 (1934) ; this Zbl. 9, 409] and by Davies[J. 
London math. Soc. 11, 2935—301 (1936); this. Zbl. 15, 177] partly under less general circumstances. 
The commutation laws of the operators D and the covariant derivation applied to a tensor of 


 _4,, are derived in order to obtain expressions for DH; DE: «3: I'hese enable the author to 


_ establish the necessary and suffieient condition, viz. DH; % — (), in order that a totally geodesic 


- subspace remains totally geodesic under the transformation (*) (cf. Davies, loc. eit.). In Rie- Es 
_ mannian spaces [cf. Schouten, C.r. Acad. Sei., Paris 185, 1096—1098 (1927)] this condition 
_ reduces to the well-known equation of geodesic deviation of Levi-Civita (loc. eit.) when m=1. 

_ The variation due to (*) of the mean curvature tensor of a subspace of a Riemannian space is 

_ considered (cf. Davies, loc. cit.) and the author derives a necessary and ‚suffieient condition 

_ that a totally umbilical surface remains such under (*). Detailed calculations for the values 
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Eine n-dimensionale durch Koordinaten x(i,k=1,...,n) bestimmte Man- 
nigfaltigkeit wird durch Angabe der Matrix \os|| (8 = 0,1,...n) zu einem 
projektiv seen en Raum P, gemacht. Der a enhese wird im 
Cartanschen Sinne als normal vorausgesetzt. In einem solchen P, wird eine Be- 
wegung S — d.h. eine Abbildung, für die os(x, dx) = wa (x, dx’), de den Ursprung 
fest läßt — durch 
DEREN 

Tea + a0 x* 
bestimmt. Mit Hilfe einer Matrix ||A5|| kann |joz|| auf eine neue Matrix von 
Pfaffschen Formen abgebildet werden. Verf. gibt an, unter welchen Bedingungen der 
Zusammenhang wieder normal wird. Zu ne: Abbildungen gehören Abbildungen 


x x” der Normalkoordinaten. Es si «= gllal,...„a”; yl,...,y%)_ die- 
jenige Abbildung, für die @(0,...0; yl,..„y®)= y. und 145(0,...,0; 
y!,..., y")|| die Einheitsmatrix wird. In einem gewöhnlichen projektiven Raum 


wird mit Hilfe von zi= gi(xl— yl,..., 2 —y®; yl,..., y®%) eine Abbildung 7' der ge- 
ordneten Punktepaare (x, y) auf Punkte (z) definiert. Es gilt dann folgender Satz: 
Jede Abbildung S, die eine Bewegung des P,, ist, ist ein Automorphismus von 7 
und umgekehrt. Aus diesem Ergebnis folgen sämtliche übrigen Sätze der Arbeit, 
wir erwähnen hier die folgenden: 1. Falls eine Bewegung $S einen Punkt O und 
sämtliche orientierten Richtungen durch denselben fest läßt, dann ist der Raum 
in der Umgebung von O mit einem gewöhnlichen projektiven Raum äquivalent. 
2. Eine Bewegungsgruppe hängt höchstens von n? — 1 Parametern ab. Schließlich 
wird erwähnt, daß sich die Bewegungsgruppen im affin zusammenhängenden Raum 
mit denselben Methoden behandeln lassen, und angeführt, daß hier die maximale 
Parameterzahl für eine Bewegungsgruppe n?—n ist. [Es sei erwähnt, daß die 


Abbildung der Normaltafel ||o3|| in engem Zusammenhang mit einer Arbeit von 
S. Chern steht (Ann. Math., Princeton, II. S. 39, 165—171 (1938) ; dies. Zbl. 18, 236). 
Betreffs Untersuchungen über die Bewegungsgruppen im P, findet man weiter- 
gehende Aussagen bei G. Vranceanu (dies. Zbl. 34, 392)]. Otto Varga. 


= Kurita, Minoru: One parametrie motion in Klein spaces. Nagoya math. J. 1, 
...19—23 (1950). 

} Expos& suceinct de resultats concernant l’extension, aux espaces & groupe fon- 
damental G, d’une propriete des mouvements A un parametre dans le plan euclidien. 

_ Quelques details sont donnes pour les espaces euclidien et projectif. Emploi de la 
methode du r&epere mobile d’E. Cartan. — Soit S, l’el&ment d’un mouvement & un 
parametre pour lequel il existe un el&ment T, tel que T7!-68-T , ou 6S=S1S, u 
appartienne & un sous-groupe fixe H. L’A. indique que Von peut interpräter le 

“ mouvement S, eomme un roulement, sans glissement, d’une Srurecn sur une figure C,. 

Th. Lepage. 

4 Ne $.: Euler-Poincar6 charaeteristie for locally homogeneous and eom- i 

gr spaces. Ann. Math., Princeton, II. S. 51, 241—261 (1950). 7 

; 


PUR Verf. betrachtet Biemannsche Mannigfaltigkeiten M der Klasse > 3 und gerader Bet 
ER zahl n=2k. Nach der verallgemeinerten Gauß-Bonnetschen Formel gilt für die Eulersche 


Charakteristik +(M) = Ri Kdv, worin K eine Invariante des Riemannschen Krümmungs- 


tensors ist. Räume, für die K eine Konstante ist, nennt Verf. homogenetisch, und homogenetis he 
äume, für welche die Konstante K denselben Wert besitzt, heißen äquigenetisch. Für eine 
Familie äquigenetischer Räume hat die Charakteristik x dasselbe Vorzeichen; also entweder 
>0 oder „<0 odery=0 für alle Räume derselben Familie. Dieser Satz gilt auc 
lien äquimetrisierter Räume. Sie werden wie folgt definiert: M seis mit einer 
"Metrik mit einer Abstandfunktion o(x, y) versehen, die 
'und außerdem gewissen Differenzierbarkeitsbedin ngungen | 
kten P,Q@ isometrische Umgebu En angeben, so so heiß 
‚äume eißen ee t, w 
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zu einer Umgebung eines Punktes des anderen Raumes isometrisch ist. Verf. wendet sich hun 
den antimetrischen Räumen zu. Zwei lokal homogene Riemannsche Räume heißen antimetrisch, 
wenn ihr Bogenelement + Ind; dx, bzw. nnd dx, so gewählt werden kann, daß im Ursprung 
z=0 gilt: gr = hin 09,50%, = Eh,;/0x", 02, ,/Oxköxt = — A®h, ‚lex oxt. Ihre Riemannschen 
Krümmungstensoren unterscheiden sich also nur durch das V orzeichen. Mit Hilfe eines Satzes 
vonH.Hopf undH. Samelson [Comment. math. Helvetici 13, 240-251 (1941)] gewinnt Verf. 
folgendes Ergebnis: V?* sei kompakt und antimetrisch zum universellen Überlagerungsraum ®* 
eines Riemannschen Raumes S°%*, F2% und S?* mögen eine transitive Gruppe von Bewegungen 
in sich ee S2* sei nicht kompakt. Dann gilt entweder y(V) >0 und (— 1)%y(8) > 0 
oder y(V) = (— 1)* y(8) = 0. — Im zweiten Teil der Arbeit wendet sich Verf. den - 
Räumen S?* mit BEER SR Metrik g, vß* dz,dz, zu. Die Invariante K hat in diesem 
Falle die Gestalt K = (2%(—1)* B)/(n®k! |92.5+ 9) |?). Die hierin’auftretende Größe B istihrem Vor- 
zeichen nach unabhängig von der a Metrik IxB Sie läßt sich nämlich wie folgt berech- 
nen: Ws = en ea rm) Seir eine ae einer en eines Punktes 
der 8?* in den ebenen komplexen Raum 2?” der Variablen "u, .. ., wı, (m > k). he n* dw. sdw, 
sei die euklidische Hermite-Kähler-Metrik des #?””*. Diese induziert auf der Betracht ten “Um- 
gebung in 8° eine Metrik. Berechnet man für diese Metrik die Größe B, so erhält man 


EN Dfı---kD nit Deasi0n AST ar: nn Yan Vi, 20% er 
er Fe ee rn : r. %1,Yı Key 


Hieraus folgt leicht das Hauptergebnis der Arbeit: Sind auf einer geschlossenen komplexen 
Mannigfaltigkeit S°”" m(>k) komplexe analytische Vektorfelder AO a 
x=1,...,k) gegeben, gilt ferner ££ ec ler = — 06% l02, und hat die Matrix 3 überall den 
Rang k, so gilt für die Eulersche Charakteristik (—1)® (8%) > 0. >> ei 


& 


steht in dieser Ungleichung dann und nur dann, wenn et «kg In lo)... —g, 


>, { 1 Rs Y% 


wobei die kovarianten Ableitungen bez. des metrischen Tensors g, pr = B3 En 1% berechnet 
ae 


sind. Willi Rinow. 
Iwamoto, Hideyuki: On integral invariants and Betti numbers of symmetrie 
Riemannian manifolds. I., II. J. math. Soc. Japan 1, 91—110, 235—243 (1949). 
According to E. Gars the Betti numbers of the compact symmetrie Rieman- 
nian Spaces can be determined by the method of the integral invariants. The Betti 
numbers of the classical group spaces are known (Brauer, Pontrjagin) and those 
of some spaces of the second kind of symmetric spaces have also been determined 
(Ehresmann). It was the-program of the late author to establish the Betti 
numbers of all compact symmetric spaces by means of the method of E. Cartan. In 
the present two papers this work seems mere partially to be accomplished. T'he 
most important cases have been treated. Hans Freudenthal. 


Liehnerowiez, Andre: Dörivation covariante et nombres de Betti. €. r. . Acad. 
Sci., Paris 230, 1248—1250 (1950). 

Die Note enthält Beweisandeutungen für die folgenden beiden Sätze: (1) Win 
auf einer n-dimensionalen, kompakten, orientierbaren Riemannschen Mannigfaltig- 
keit V, ein symmetrischer Tensor T,, existiert, der nicht proportional g,, ist und 
dessen "kovariante Ableitung verschwindet, so ist die V, lokal reduzibel, und für 
die Bettischen Zahlen b, der V „gelten die Ungleichungen: b, De re 
worin p, die Anzahl der Eigenwerte von T',,‚der Vielfachheitr bezeichnet. (2) V, seilokal 
irreduzibel und rekurrent [H. S. Ruse, "dies. Zbl. 38, 343], und der Krümmungs- 
tensor R,,., der V,, besitze im Raume der Bivektoren einen einfachen Eigenwert. = 


Dann ist n gerade und es gilt für die Bettischen Zahlen b,, 2Z1(k=1,...,n/2—1). 
win Rinow. 


Allendoerfer, C. B.: Characteristic cohomology elasses in a Riemann manifoll do 
Ann. Math., Princeton, II. $. 51, 551—570 (1950). = 


Verf. geht vom Falle des euklidischen Raumes R" aus. m sei eine (r. =, 1% hdimenätonale j 
Zelle der Klasse > 2, ihr Rand 8” bestehe aus endlich vielen r-Zellen der Klasse > 2. Auf $” ; 


seien n—r. Vektorfelder EU ER „neri=l,.:,n) mit er Berge. ‚gegeben ! 
Bi auf I der Zr von 8” von der Klasse p =; I seien. Es wird züihächst das folgende 
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Problem gelöst: Unter welehen Umständen lassen die & eine Erweiterung der Klasse p auf 
E'*' zu? Bezeichnet V, „, den Raum der normierten orthogonalen (n — r)-Beine im Ursprung 


des R”, so ist die r-te Homotopiegruppe ,(V,, „_,) im Falle eines ungeraden r (r=n—1) 
zyklisch von der Ordnung 2 oder im Falle eines geraden roderr =n—1 zyklisch von unend- 
licher Ordnung. Da die &{” eine differenzierbare Abbildung der 8’ im V,, „_, definieren, gehört 


zu (£(”)eine bestimmte Homotopieklasse, die durch eineganzeZahlc bzw. eine ganzeZahl mod 2 cha- 


rakterisiertist. Die Erweiterung von £(° auf E’*' ist dann und nur dann möglich, wenn c = 0 ist. 
Dies ist ein Ergebnis von Steenrod [Ann. Math., Princeton, II. S. 43, 116—131 (1942)]. Die 
Berechnung von ckann Verf. auf die Kroneckersche Integraldarstellung des Grades einer Hilfsabbil- 
dung zurückführen. Für c ergeben sich so die Integraldarstellungen ((<r<n—2): c= [® für 
st 
gerades r und c = if ®-+ f: 0 (mod 2) für ungerades r. Die Differentialforin ® ist durch die 
‚sr . pt 
&{® bestimmt, die Differentialform 6 hängt dagegen noch von einer willkürlichen Erweiterung von 
n—r—1 Vektoren des (n—r)-Beines &{” auf E’*' ab. Verf. gelingtesnun, diese Darstellung von c auf 
den Fall einer beliebigen Riemannschen Mannigfaltigkeit M” zu übertragen, indem er die Formen 
Ei ® und din passender Weise definiert. In ® und 9 geht dann auch noch der Riemannsche Krüm- 
Er mungstensor ein. Der genaue Ausdruck für diese Formen kann hier nicht wiedergegeben werden. 
F i Durch Anwendung dieser Formeln auf die Zyklen der M” gelangt Verf. zu dem folgenden Satz: 
he. M" sei orientierbar, kompakt und von der Klasse > 4. W’*' sei eine beliebige Kohomologie- 
klasse der Dimension r -+ 1, deren Koeffizientengruppe für gerades r undr =n—1 die additive 
‘Gruppe der ganzen Zahlen, für ungerades r die Restklassengruppe mod 2 sei. ze ) sei eine be- 
® liebige Homologieklasse der Dimension r, deren Koeffizientengruppe die Kosikiäkrenmaßpe 
u mod » (p eine Primzahl), bzw. im Falle p = 0 die additive Gruppe der ganzen Zahlen sei. = sei 


eine ganzzahlige Kette, welche Zn repräsentiert, und B der Rand von z (also eine Kette, deren 


Koeffizienten Vielfache von psind). Dann gilt fürgeradsr #n — 1: W Ze a ® (modp). 


r+l 


ww. zZ =0, und für ungerads r#n — 1: W*.Z9 = lagen 5 (mod 2), F ra. zV = 
a 0 (mod 2). B und sind dabei gebildet bez. eines en Ex — ER RR- A (e=]1,..,n-n) 4 


a ‚Bund einer beliebigen Erweiterung des (n — r — D)- Beines &(® =... a=r— 1) von 
auf 2. Dem hierin nicht enthaltenen Fall r=n-—1 entspricht die verallgemeinerte Gauß- 


" Bonnetsche Integralformel. Als Anwendung ergibt sich z. B. folgender Satz: Sind die Ei 
sämtlich Normalvektoren des Randes S” eines Elementes E’*', so gibt es keine Erweiterung 
von & auf E’", Willi Rinow. 


| Igemeine metrische Geambeie, Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Blij, F. van der: Eine geometrische Eigenschaft der stetigen Funktionen. Math. 
Centrum, Amsterdam, Rapport ZW 1948, 005, 6 S. (hektographiert) [Holländisch ]. 
- Verf. berichtet über Arbeiten von P. Day und H. Hopf, die sich auf denWerte- 
t der Längen der horizontalen Sehnen eines stetigen Bogens der Form 
(«), 0 <x<1, f(0)=f(l), und allgemeiner eines beliebigen ebenen Kon- 

ms beziehen, sowie über daran anknüpfende Fragestellungen. Hans Pietsch. 
R yüs An On a Oorkain, ‚converse of the mean value ' theorem. Ann: Univ, 


geraden, @ ist der Winkel der orientierten Normale einer solchen gegen die x-Achse, 


EN SR Yin 3 


f 


ar 
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die Summen ihrer konvergenten Umordnungen einen linearen Teilraum. Die Verff. 
drücken den Kern der Steinitzschen Hilfsbetrachtungen so aus: Es seien c, und 
6 =Z0 und m >0 ganz: dann gibt es eine Konstante K — K „(61 6) SO, daß 


bei beliebigem n die den Bedingungen |u,| Sc, v,| <Iuduw+n,+1,+ 
ie | genügenden m-dimensionalen Vektoren Up Uy Mr De ee 
numeriert werden können, daß für h =1, n stets |y + +: :-+v,)I|<K 


ist. Diese Konstanten wurden auch von dr oB [Mh. Math. Phys., Wien 28, 221—237 
(1917)] abgeschätzt und in einigen Fällen die kletustmöglichen exakt bestimmt. 
Verff. bringen weitere Abschätzungen, vereinfachen einen Beweis von Groß und 
zeigen durch Beispiele, daß die Steinitz-Großsehen Hilfssätze und Methoden sich 


nicht auf den Hilbertschen Raum übertragen lassen: Theodor Kaluza jr. 


Hadwiger, H.: Minkowskische Addition und Subtraktion beliebiger Punkt- 
mengen und die Theoreme von Erhard Schmidt. Math. Z. 53, 210—218 (1950). 

Durchlaufen P, Q unabhängig voneinander zwei abgeschlossene, nicht leere 
Punktmengen X und B, und bedeutet P +0 die gewöhnliche geometrische Addi- 
tion der beiden Punkte in bezug auf ein festes Zentrum O, so wird neben der Min- 
kowskischen Addition + 3, die aus allen Punkten P-+0Q besteht, noch die 
Minkowskische Subtraktion U — ® eingeführt, die aus allen Punkten X des Raumes 


besteht, für de P=-X+0Q PEWA,QEDB richtig ist. Bedeutet nun allgemein 


r(M) den Radius der zu W volumengleichen Kugel, so ist (U + B) 2r(W) + r(B), 
r(A— B) <r(A) — r(B), wobei hier alle Punktmengen als nicht leer vorausgesetzt 
werden. Die zweite dieser Ungleichungen verallgemeinert einen Satz, den zuerst 


Erhard Schmidt [dies. Zbl. 30, 76 und Math. Nachr. 2, 171—244 (1948)] für 


den Fall, in dem X eine Kugel ist, ausgesprochen hat. Alexander Dinghas. 


Pleijel, Arne: Ein Beweis für die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises. 
Mat. Tidsskr. B 1947, 35—36 (1947) [Dänisch]. 


Ein neuer Beweis für die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises — es wird Gi 


hier nicht die ursprüngliche Fassung des Verf. mitgeteilt, sondern eine von W. Fen- 
chel herrührende, möglichst elementar gestaltete Überarbeitung — mit Hilfe dr 


Croftonschen Formel 27 Ff = F $ kdpdy, F Flächeninhalt einer differenzierbaren F 


geschlossenen, konvexen Kurve C vom Umfang U; integriert wird über alle Treff- 


2 


p ihre orientierter Abstand vom Ursprung, k die Länge der Sehne. Bezieht man dieKur- 


- ven auf die Bogenlänge als Parameter und führt statt p den Parameterwert s des einen 


= - U 2n 


 Schnittpunktes ein, so nimmt das Integral die Gestalt 4 E ir k,\cos (p — ®) )| de dp 


an, wo ® der Winkel zwischen der Kurventangente ande der x-Achse ist, und die 
| Anwendung der Schwarzschen ae liefert das Bohr Ergebnis. 
e 5 Hans Pietsch. 


_ Dinghas, Alexander: Isoperimetrische Ungleiehungen für konvexe Polyg 
und Kurvon mit Ecken in der a und auf der Bes Math: Ann., a z 
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das Gleichheitszeiehen nur für den Kreis in Betracht fällt. Die vom Verf. nachge- 
wiesene Relation (a) ist die nicht-euklidische Erweiterung einer im ebenen Fall 
(K = 0) von G. Bol und dem Verf. unabhängig aufgestellten Ungleichung [Abh. 
math. Sem.-Univ. Hamburg 15. 27—36 (1943), S. 32; Mh. Math. Phys. 51, 35—45 
(1943); dies. Zbl. 28, 93, 313]. Die Beweisführung benutzt das Kaluza-Bolsche Ver- 
fahren der inneren Parallelbereiche, das auch im nicht-euklidischen Fall zum Ziel 
führt. Der Weg führt über sphärische Polygone durch Grenzübergang zu allgemeineren 
Eibereichen. Neben seiner Hauptaufgabe widmet sich Verf. noch verschiedenen 
Nebenzielen. So wird eine übersichtliche Darstellung einiger Grundformeln für 
die ebene nicht-euklidische Geometrie geboten. Hugo Hadwiger. 

Kubota, Tadahiko: Einige Ungleiehheiten für die Eilinien und Eiflächen. 
Proc. Japan Acad. 24, Nr. 7, 1—3 (1948). 

Hat eine Eilinie € den Flächeninhalt F, den Umfang L, den Durchmesser D, 
wird die Eilinie €’ aus € durch eine Drehung um den Winkel 180° erhalten und be- 
zeichnet M_ den gemischten Inhalt von € und @3, so ist DL 22(F + M), wobei 
die Gleichheit nur für Eilinien ‚konstanter Breite gilt. Damit wird die Ungleichung 
DL>4F von Hayashi verschärft. Verf. beweist das folgende räumliche Analogon 
dieses Hayashischen Satzes: Hat eine Eifläche das Volumen V, die Oberfläche O 
und den Durchmesser D, so ist DO >6V, wobei die Gleichheit nur für die Kugel 
gilt. Gyula Sz.-Nagy. 

Sz.-Nagy, Gyula: Tsehirnhaussche Eiflächen und Eikurven. Acta math. Acad. 
‚Sci. Hung, 1, 36—44 und russische Zusammenfassg. 44—45 (1950). 

Die multipolaren Koordinaten r, ik =1,2,...,n) eines Raumpunktes P sind 
die Abstände von n festen Brennpunkten F,. Eine Tschirnhaussche Fläche n-ten . 
Grades E,(R) ist durch die lineare Gleichung Zp,r, -R=0 (2%, >90, Ep; =1, 
R>=0) charakterisiert. Sie ist, wie sich leicht feststellen läßt, konvex. Ist A, bei 
festem F, und p, der kleinst mögliche Wert von R, so heißt E,(R,) Kern der kon- 

24 fokalen Flächenschar für R > R,. Es handelt sich um einen Kernpunkt oder um 
eine Kernstrecke; das letztere ist nur dann möglich, wenn die Brennpunkte auf 
einer Geraden liegen. — Ist K eine Umkugel der » Brennpunkte vom Radius r, 
nz so liegt die Eifläche E,(R) ganz in der abgeschlossenen Kugelschale, die mit X kon- 
zentrisch ist und die Radien R + r und R = r aufweist; ist hier der innere Radius 
negativ, so tritt die Vollkugel an die Stelle der Kugelschale. Jede Normale der 
 Eifläche E,(R) trifft die konvexe Hülle ihrer Brennpunkte. — Diese und andere 
einfache Eigenschaften der Tschirnhausschen Eiflächen werden auf elementare 
Weise gewonnen. . Hugo Hadwiger. 

Busemann, Herbert: Note on a theorem on eonvex sets. Mat. Tidsskr. B 1947, 
32—34 (1947). 

Im »-dim. euklid. Raum AR, gilt trivialerweise: I. Eine abgeschlossene konvexe 
Menge besitzt zu jedem Punkt P des Raumes genau einen Fußpunkt (d.h. Punkt 
_ mit minimaler Entfernung von P). Nicht trivial ist die von B. Jessen (dies, Zbl. 

' 24, 283) für den A, bewiesene Umkehrung: II. Eine Menge, die zu jedem Punkt 
des Raumes genau einen Fußpunkt aufweist, ist abgeschlossen und konvex. In 
den von Verf. (Metrie methods in Finsler spaces and in the foundations of geometry, 
Ann. Math. Studies No. 8, Princeton 1942) betrachteten ‚Geradenräumen“ sind. 
Rn I und II nicht mehr äquivalent. Die Klassen dieser Räume, für die I bzw. II gilt, \ 
e; werden von Verf. charakterisiert: (Ein Geradenraum ist ein metrischer Raum, 
RR "indem vermöge zusätzlicher Axiome die Existenz und eindeut. Best. einer zwei 
Punkte verbindenden Geodätischen oder Geraden sichergestellt ist, d.h. einer 
stetigen Kurve ple), -oo <o<+t m, mit p(e)) P (0) =, für in os 
y = Entfernung von x und y. Man hat damit eindeut. best. Verbindungsstrecken 
und kann Konvexität definieren.) In einem Geradenraum gilt I genau dann, wenn | 
eine Kugeln konvex sind, II genau dann, wenn seine Grenzkugeln eben sind (d "h. 


: a 


De rt ” 


d 2 Ru 


385 


mit zwei Punkten deren ganze Verbindungsgerade enthalten). Daher sind fürn >2 
die Minkowski-Räume mit differenzierbaren Kugeln die einzigen Räume, für die 
II gilt. Hans Pietsch. 

Hayes jr., Charles A. and Anthony P. Morse: Convexieal blankets. Proc. 
Amer. math. Soc. 1, 719-730 (1950). 

Definitions et Notations: R„: espace euclidien & » dimensions. o: origine choisie 
dans R,. ©: mesure exterieure de Carathsodory finie sur les ensembles bornes: la notion de 
„presque partout‘ se rapporte toujours &®. Un „generateur“ $ est une famille d’ensembles 
bornes, fermes, convexes, centres sur o, totalement ordonnee vis-&-vis de Pinclusion et. contraetant 
sur 0. Pour un ensemble 8 de R, de centre aetun r > 0, fr reprösente le transforme& de pP dans 
’'homothetie de centre a et de rapport r. Si ß est un ensemble convexe, ß” designe la reunion 
des translates de ß rencontrant . Si % est une famille d’ensembles et z un vecteur de R,, la 
famille des ensembles deduits de ceux de % par la translation 2 est designee par $ (2). A: fonction 
non negative (linie) definie sur une famille 7 d’ensembles. Pour un ensemble queleonque ß, 
A:ß designe la reunion des ensembles a de H rencontrant ß et verifiant A(&) < 24(ß). Une 
couverture (blanket) F est une fonction d’un point z definie sur un ensemble 4A, F(z) representant 
une famille d’ensembles telle que tout voisinage de z inclue au moins !’un d’eux; les couvertures 
sont utilisees comme bases de derivation, la contraction &tant exprimee par la metrique eucli- 
dienne. F est dite ®-regulieresi pour tout z de A, les ensembles de F(z) contiennent 2 et s’il 
existe une fonction / non negative (finie), definie sur les ensembles constituant la couverture 
telle que p. p. sur A, la limite superieure de A(ß) + (D(A1:Py/Cıß)) pour BE F(z) et contractant 
sur z, soit finie. Dans un m&moire anterieur [Trans. Amer math. Soc. 55, 205—235 (1944)] 
A.P. Morse a etudie les proprietes de derivation decoulant de la ©-r&gularite quand les consti- 
tuants de F sont boreliens ou plus specialement fermes. F est dite convexique (convexical) si 
elle possede un generateur 9) associe au sens suivant: En tout point z de 4, il existe un nombre 
r—r(2) positif, < 1, tel qu’& tout x de 9(z) corresponde (au moins) un dans F'(z) compris 
entre a” et x. Theor&me: Une couverture convexique admet une sous-couverture ®-röguliere 
de m&me domaine. Esquisse de la demonstration: Deux proprietes geometriques simples 
d’un ensemble ß, convexe & centre sont utilisdces (i) fF = fi, Gi) pour s>1, (3s)” est une 
borne sup£rieure du nombre d’ensembles 9 deduits de f, par translation, mutuellement disjoints 
et verifiant °P; —=0. Il est montre que pour r positif >1 et m > (81/r)", l’ensemble- des 
points z ou @(a?) > m®(a’) pour tous les x de H(z) de diametre suffisamment petit est de &- 
mesure nulle, d’ou il resulte que p. p. sur A, la Jimite inferieure de B(fr)/D(Pr) lorsque ß con- 
tracte sur z dans $(z) est finie. La fonetion auxiliaire 4 est definie sur la reunion A des 9(z) 
pour z€ A comme = (mesure de Lebesgue de a)?, q etant choisi tel que 2<(1 + (4)*); ainsi 
A: Cat = a°. De H(z) est extraite une sous-couverture 4 (z) verifiant p. p. sur A lim sup®- 
(A:a)/d (a"'”) < oo pour € H(z) et contractant‘sur 2. La couverture Ö-röguliere desirde 
s’obtient en substituant & chaque x €H() un ß de F(z) compris entre & et o", . [Rem. du 
Ref.: La methode esquissce peut &tre transposee & la famille des boules B = B(a;o) d’un 
espace distancie, posant A(B) = 0, B" = B(a;or), pourvu que soit verifie Paxiome suivant (P): 
Il existe une fonction finie f(r) definie pur 0 <7r<1, telle que f(r) soit, quel que soit o > 0, 
limite superieure du nombre des boules disjointes de rayon or inclues dans une boule de rayon 9. 
Cet axiome est un renforcement du „packing axiome“ deL. H. Loomis (ce Zbl. 34, 372) assurant 
‚avec l’hypothöse de compacite locale l’existence d’une mesure de Haar. Le Theor&me peut Ebre 
deduit du theor&me concernant les boules abstraites si les corps convexes de 9 peuvent etre 
envisages comme boules fermees correspondant & une norme |v| verifiant |» +" |< |") + [v”| 

- (mais non necessairement |av| = a|v| pour a >0)]. L’artiele termine sur Pexemple d’un 
generateur 9 denombrable tel que limsup D(P9/D(P) = op. Pp- Christian Paue. 
- a - Ha)aß>z B ARE 

Fejes, Töth, L.: On the densest packing of eireles in a convex domain. Norske 
Vid. Selsk. Forhdl. 21, Nr. 17, 68—71 (1949). ie 

Sind in einem konvexen Bereich vom Flächeninhalt # n kongruente Kreise vom 
Radius r eingelagert, so gilt für die Einlagerungsdichte d = nr r?/F die Abschätzung 
d <yY 3/6, vorausgesetzt, dB n >22 ist. Dieses Ergebnis, durch das der Verf. 
vor einiger Zeit (dies. Zbl. 35, 109) das klassische Problem der dichtestenKreislagerung 

auf präzise Weise neu gelöst hat, wird hier als Korollar der folgenden Aussage ge- 

_ wonnen: Ist ein konvexer Bereich in n konvexe Teilbereiche mit Flächeninhalten 
F, und Umfängen L, eingeteilt, so gilt & Lori: 8Y 3n vorausgesetzt, daB n >22 

ist. Der mittlere isoperimetrische Quotient L?/F ist demnach stets größer als der- 


jenige eines regulären Sechsecks. RE, Hugo Hadwiger. 
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Santalö, L. A.: Einige Integralformeln und eine Definition des g-dimensionalen 
Inhalts einer Punktmenge. Univ. nac. Tucumän, Fac. Ci. exact. Tecnol., Rev., Ser. 
A %, 271—282 (1950) [Spanisch ]. 

© sei eine Punktmenge im Euklidischen E,. P, sei Mittelpunkt einer (n — 1)- 
dimensionalen Kugel C},_, mit dem Halbmmesser R, dP, das Raumelement im E, 
beschrieben von P, und N, die Schnittpunktzahl der Mannigfaltigkeiten C, Or 
RR Man betrachtet die Integrale 


DE Nap,ETNapap Le Narr, art: 


im Sinn von Lebesgue erstreckt über den E,. Wenn diese Integrale existieren mit 
L=#0, ,#0,...1,=#0, I, 0, so heißt q die Dimension von C; Der q- 
dimensionale Tohıali von (ist 4, = —k/N, dP,dP,...dP,. Der Zahlenfaktor k 
hängt von n, q, R ab und läßt sich durch I- Funktionen ausdrücken. Es wird das 

Vorhandensein der /, insbesondere bewiesen, wenn C analytisch ist. 

Wilhelm Blaschke. 
Levi, Beppo: Über eine Limesgemeinschaft der Kugel in n Dimensionen. Math. 
Notae, Rosario 10, 36—40 (1950 [Spanisch]. 

A simple proof of the following theorem. For any ö, the probability that the 
Be distance D between two points chosen at random inside a n-dimensional euclidean 
x sphere of radius R satisfies the inequalities R[2(1— 26) <D< R[2(1 + 2ö)]? 
 ° . tends to 1 when » — co (efr. Hammersley, this Zbl. 39, 393). Luis A. Santalo. 


Angewandte Geometrie: 


: Hohenberg, Fritz: Zur Geometrie des Funkmeßbildes. Österreich. Akad. Wiss., 
_  math.-naturw. Kl., 8.-B., Abt. IIa 159, 97”—111 (1950). 
Es sei P ein Punkt des dreidimensionalen Raumes, r seine Entfernung von 
;2 einem „Meßzentrum“ O0, o der Seitenwinkel und ® der Höhenwinkel, bezogen auf 
eine Ebene z durch 0. Man projiziert P auf den Drehzylinder mit dem Radius r, 
dessen Achse in O | x steht. Eine der beiden Projektionen heiße das Raumbild- 
 P' von P. Durch senkrechte Projektion des Punktes P’ auf x gewinnt man das 
Be Funkmeßbild P’ von P. Mit Hilfe synthetischer und konstruktiver Methoden 
we den. die Abbildungen PP’ und P—P’” untersucht und die Bilder der 
Geraden, der Ebenen und der Kugeln ermittelt. Durch Einführung einer Höhen- 
kelkotierung wird eine eineindeutige Abbildung hergestellt. Verf. schlägt schließ- 
lich eine einfäche Abänderung dieser Funkmeß-Abbildung vor, durch die die Ver- 
 zerrungen in der Nähe des Aufnahmeortes beseitigt werden. . Verwendung der ele- 
entaren Vektorrechnung würde — so vermutet Ref. — manche Betrachtung 
einfacher gestalten. . Fritz ‚Rehbock. 


Schmid, Hans: Fehlertheorie der gegenseitigen Orientierung von Lu 


ıter Zugrundelegung eines Orientierungspunktgitters. Dei Aka 
Bw Di 8.-B,, Abt. ITa ur 129-160 ee ih 


u 
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und beim Winkelverfahren andererseits hervorgehoben. — Um zu zeigen, wie eine 
weitere Verkleinerung der Orientierungsfehler zu erzielen ist, wird noch der Ein- 

fluß, der in der Endphase des Orientierens geltenden Kramerschen Bedingungs- 
gleichungen auf die Orientierungselemente und mittleren Restparallaxen festge- 

stellt. Marguerita Piazzolla Beloch. 

e Baeschlin, €. F.: Lehrbuch der Geodäsie. Zürich: Orell Füssli Verlag 1948. 
XI, 892 S. mit 118 Fig. im Text u. 10 Abb. auf Tafeln. Fr. 65.— 
Das neue Werk des in der internationalen Geodäsie wohlbekannten Verf. erfüllt den schon 

lange bestehenden Wunsch nach einem Lehrbuch, das nach F. R. Helmerts Vorbild die mathe- 
matischen und physikalischen Theorien der höheren ‚Geodäsie in moderner mathematischer 
Ausdrucksweise dem heutigen Stand der Forschung entsprechend darbietet. Kenntnis der 
Flächentheorie und der Potentialtheorie wird demgemäß beim Leser vorausgesetzt. Der erste 

Teil des Lehrbuchs behandelt ‚die Geodäsie vom geometrischen Standpunkt aus“ und bringt 

in 6 Kapiteln eine Geometrie des Rotationsellipsoids (Erdellipsoid, Theorie der Vertikalschnitte 

und der geodätischen Linie, die bekannten Lösungen der geodätischen Hauptaufgabe, Berechnung 
geodätischer Dreiecke und Grundlagen der Kartenprojektionen) und in einem weiteren Kapitel 

die Bestimmung des Geoids aus den Lotabweichungen. Für die Berechnung geodätischer 
Dreiecke und für die geodätische Hauptaufgabe wird neben der geodätischen Linie auch die 
Clarkesche Absteckungskurve herangezogen. Die Methoden der astronomischen Ortsbestimmung 

wurden absichtlich nicht in das Buch aufgenommen. — Im zweiten Teil wird in 10 Kapiteln 

„die Geodäsie vom potentialtheoretischen Standpunkt aus“ betrachtet. Die Abschnitte ‚„‚Schwere- 

feld der Erde‘ und ‚Schwerefeld des Rotationsellipsoids“ vermitteln die grundlegenden Er- 
kenntnisse und lassen die weittragenden Möglichkeiten übersehen, die sich aus der potential- 
theoretischen Methode für die Bestimmung der Erdfigur ergeben. Das Kapitel über Gleichge- 
wichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten mußte sich mit Rücksicht auf den verfügbaren Raum 5 
auf die Darlegung der mathemätischen Grundlagen und auf die Ergebnisse bisheriger Unter- - Z8: 
suchungen beschränken. Nach einer eingehenden Darstellung der Methoden der Schweremessung 

und der Reduktion beobachteter Schwerewerte auf das Geoid werden die auf die Stokessche 
Integralformel gegründeten Verfahren zur Berechnung der Geoiderhebungen bzw. dee Lot- 
abweichungen aus Schweremessungen behandelt. Im Hinblick auf die fundamentale Bedeutung S 
der Stokesschen Formel wurde die von P. Pizetti gegebene Herleitung in den Vordergrund ge- 
stellt, die von den Konvergenzfragen bezüglich der Kugelfunktionsentwieklungen unabhängig 
ist und eine bequeme Abschätzung des durch die begangenen Vernachlässigungen verursachten 
Fehlers gestattet. Die ausführliche Wiedergabe der Untersuchungen von H. Jeffreys und W. 
D. Lambert über die bei der Stokesschen Formel anzuwendende Reduktionsmethode wird zur 
Klärung dieser lange umstrittenen Frage beitragen. Die drei letzten Kapitel sind der Theorie 
_ des geometrischen Nivellements, der Messung der Gradienten der Schwerkraft und ihrer Be- 
deutung für die Geoidbestimmung sowie den Polschwankungen der Erde gewidmet. Zahlen- 
_ tafeln für das internationale Erdellipsoid und ein ausführliches Namens- und Sachregister er- 
. gänzen den Text. — Während im ersten Teil die Ergebnisse einer im wesentlichen abgeschlos- 
'senen Entwieklung in moderner mathematischer Form wiedergegeben werden, sind im zweiten 
Teil die grundlegenden, aber schwer zugänglichen Originalarbeiten der letzten Jahrzehnte mit 
dem schon länger allgemein Bekannten zu einem einheitlichen Lehrgebäude von imponierender 
"Klarheit und Folgerichtigkeit zusammengefügt worden. Das Buch führt den Studierenden so- 
_ weit, daß er in der Lage ist, selbständig weiterzuarbeiten; es bietet aber auch dem erfahrenen 
E hnann eine Fülle wertvoller Anregungen. 3 W. Hofmann. 
Beaufog, Leroy A. and A. F. 8. Diwan: Analysis of pin-jointed redundant plane 
amewortos using equivalent elastie systems. Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 33250 
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logie der Polyeder, Leipzig 1938; dies. Zbl. 19, 186) geklärt. Die erste Arbeit bringt die geo- 
metrischen Grundlagen. — Ein Zellenkomplex .K ist ein Hausdorffscher Raum mit einer Zer- 
legung in zueinander fremde Zellen. (offene Elemente) von ziemlich allgemeiner Art; so muß 
2. B. der Rand &*—e* einer n-Zelle zwar im Komplex K"-1 der höchstens (n— 1)-dimensionalen 
Zellen von K enthalten, aber nicht notwendig Teilkomplex von K”1 sein. K heißt CW-Kom- 
plex, wenn er closure-finite ist (der Durchschnitt aller ein festes © enthaltenden Teilkomplexe 
ist endlicher Teilkomplex) und die schwache Topologie besitzt (eine Menge X C K ist dann und 
nur dann abgeschlossen, wenn alle X N e, e 6K, abgeschlossen sind). — X und Y seien Räume, 
f und g stetige Abbildungen von X in Y. f und g heißen n-homotop, f,g, wenn für jeden 
höchstens n-dimensionalen OW-Komplex K" und jedes stetige Bild : K” — X die Homotopie 
fp(K*) = gyp(K") gilt. [Definition mit endlichem, simplizialem K” von R. H. Fox, Ann. 
Math., Princeton, Il. 8. 42, 333—8370 (1941), 44, 40—50 (1944). Vorliegende Definition ist viel- 
leicht enger, ihre Wirkung auf die Homotopiegruppen läßt sich aber leichter übersehen.) 
f:Y7 — X istlinksseitige n-Homotopieinverse zu f, wenn f’ „1, und beiderseitige n-Homoto- 
pieinverse zu f, wenn auch ff’=„1 (1 identische Abbildung). Ein f mit beiderseitiger n-Homo- 
topieinverser heißt n-Homotopieäquivalenz. Der Raum Y n-dominiert X, wenn es 
ein f: X— Y mitlinksseitiger n-Homotopieinverser gibt; X undY sind vom gleichen n-Homo- 
topietypüs, X=,TY, wenn es eine n-Homotopieäqguivalenz f: X—Y gibt. Entsprechende 
Definitionen für Homotopie. — Zwei CW-Komplexe X, L heißen vom gleichen »-Typus, 
wenn für die Komplexe .K”, L” ihrer höchstens n-dimensionalen Zellen gilt: K"=,„_,12”. (Daß 
der n-Typus mit der n-Gruppe zusammenfällt, wird in der dritten Arbeit gezeigt.) Gleicher 
1-Typus bedeutet gleiche Komponentenzahl (Kardinalzahl), gleicher 2-Typus bei zusammen- 
hängenden Komplexen isomorphe Fundamentalgruppen. Gleicher n-Typus (n > 2) zieht 
gleichen m-Typus für m <n nach sich. Wenn K"=,_,7”, gilt für die universellen Überlage- 


rungsräume K"=, 1, L* und, wenn @,, die Restklassengruppe der n-ten Bettischen Gruppe H, 
nach der Gruppe der Sphärenbilder enthaltenden Homologieklassen ist, G,(K”) & @,(2"). — 
K sei ein zusammenhängender OW-Komplex mit den relativen bzw. absoluten Homotopie- 
Br: gruppen 0, = m (E", K""1) (n> 2) und n,(Kr) (r >1) bez. des Basispunktes e. 7, und 
nn sind durch identische Abbildungen induzierte Homomorphismen, und zwar j,: 7, (K”)— o,„ durch 
x (K*,e)— (K", KT) und 1,:7,(K""})—n„(K”) durch X""1— KR; ferner sei P,:, > Aa(K" 

- der Homotopierandoperator und d, = n_1Pn: On —%-- K heißt J,-Komplex, wenn j, für 
jedesn = 2,...,m ein Isomorphismus in o„ ist. K ist dann und nur dann J,„-Komplex, wenn 
im KA) =0 für n=2,...m. Wegen n,(K!) =0 ist jeder Komplex J,-Komplex. Die 
Eigenschaft, J„-Komplex zu sein, ist eine Invariante des m-Typus. Zugleich mit K ist auch X 
IR Jn-Komplex. — « sei die Klasse der topologischen Räume, die von mindestens einem OW-Kom- 
Eee plex dominiert werden. Für X, YEa sei AX die kleinste Zahl (auch = ), die als Dimension 
€ eines X dominierenden CW-Komplexes auftritt, und N = Max (AX, AY). Dann gilt: f: X— Yist! 

- dann und nur dann Homotopieäquivalenz, wenn die induzierten Homomorphismen f,: 7,(X): 
—m(Y)fürlsn<s N +11Isomorphismen auf r,(Y)sind; ebenso, wenn f, und H, (X) — HP), 


_  Isomorphismen auf sind. Zwei analoge Sätze für (N — 1)-Homotopie [vgl. Verf., Bull. Amer. 
 math. Soc. 54, 1133—1145 (1948)]. — K und L seien OW-Komplexe, X, und L, Teilkomplexe, . 
f: (KR, K,) > (Z, L,) eine Zellenabbildung [d. h.f (K*) C L”], die K— K, topologisch auf L— I, 
‚abbildet; schließlich sei eine Menge BC _L dann und nur dann abgeschlossen, wenn BN Z, 
und f”1 .B abgeschlossen sind. Wenn dann f: K,— L, eine Homotopieäquivalenz ist, so auch 
 f: K—L. Damit beherrscht man die Homotopieeigenschaften wichtiger Zusammenheftungs- 
und Identifikationsprozesse. — Eine Beziehung zu den simplizialen Komplexen liefert der Satz: 
Zu jedem endlichen bzw. abzählbaren, p-dimensionalen OW-Komplex (p< ©) gibt es einen 

‚endlichen bzw. Jokal-endlichen, p-dimensionalen simplizialen Komplex vom gleichen Homotopie-- 
 typus. = . Erika Pannwitz. A | 


___ Whitehead, J. H. C.: Combinatorial homotopy. HI. Bull. Amer. math. Soc. 55, 
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(Indexmenge beliebig, % = 8%, für #5), ©, > @, eine eindeutige Abbildung von {a,} in y. o ist 
die Gruppe mit den Erzeugenden +(x, x,), x€y, und den definierenden Relationen (&%, &,) 
+ 0,)—- (8) = (2, X 1y,0), +) (&,0,)=0. Mit den Festsetzungen 2(x, &,) 
— (22,0%) (2E& y), d(&,,) = & x, at wird o ein freier vs. (y, d)-Modul; die Elemente (1, %;) 
bilden eine Basis von o.— EinHomotopiesystemo = {o,} besteht aus Gruppen o„(n=1,2,.. .) 
mit Randoperatoren dy+1: On+ı > Om, wobei d,ı,dy4s = 0 (= 1 für n=1), mit folgenden Eigen- 
schaften: 1. 0, ist eine freie Gruppe (multiplikativ); 2. o, ist freier vs. (0,, d,)-Modul; 3. o,(n > 2) 
ist freier 9;Modul, 0, = Qldes; 4. d, © = 8d, für cu, m>2). Falls 0, =# 0, aber od 
für N > N, ist N = dimo die Dimension von o. Das o zugeordnete Kettengruppensystem 
C=({C,} (n=0,1,...) besteht aus freien 0,-Moduln ©, mit Operatorhomomorphismen 4, 
von 0, auf C, (2 = 0) mit den Eigenschaften: 1. Eine Basis von (/, besteht aus einem Element 
c%; 2. k, bildet eine Basis von o, eineindeutig auf eine Basis von O, ab und ist ein verschränk- 
ter Homomorphismus, d.h. h(zy)=khxrtihy (c«—>& bei ,—ü); 3. der Kern von h, 
ist die Kommnutatorgruppe von 05; 4. fürn > 2 sind die h, Isomorphismen. Ein Randoperator 
%,) Mit 4 =0 (rZ1) wird in C durch ,,z= (&—1)0, , m = h„1d, ( n > 2) fest- 
gelegt. — 0, o’ seien Homotopiesysteme, ©, C©” die entsprechenden Kettengruppensysteme, 
fi: &ı > cı einHomomorphismus und f}: &, — 0; der durch f, induzierte Homomorphismus. Wenn 
die /„: 02, —o, für n=2 zu f, für n>2 zu f, assoziierte Homomorphismen sind und 
In In = di, in (Rn > 2), liegt ein Homomorphismus f: e— 0’ der Homotopiesysteme vor. fin- 
duziert eine Kettenabbildung g: CC”, d.h. zu f, assoziierte Homomorphismen g,: C,—C/ 
mitt 90 — c', an = Mr > 1). Jede Kettenabbildung g wird von wenigstens einem 
Homomorphismus f induziert, und wenn f und f* dasselbe g induzieren, ist f*& f* im unten 
angegebenen Sinne. — Ein mit f: og — o’ assoziierter Deformationsoperator &: o — o’ ist ein Sy- 
stem von Homomorphismen £&,: @,_1— 07, so daß a) &,(m>2) ein mit f, assoziierter Homomor- 
phismus, b) &, ein mit f, assoziierter vs. Homomorphismus ist. Die Homomorphismen f, f* 
heißen homotop, f> f*, wenn es einen mit f assoziierten Homotopieoperator € und ein w £oı 
gibts eo. dab a) = ua rd n22), bwl, a) Wh DI =, 2 (RE): 
Die Systeme o, o’ heißen äquivalent, wenn es Homomorphismen f: o—o’ und f: 0’ — o gibt, 
so daß ff=1, ?f1; f heißt dann eine Aquivalenz. Entsprechende Definitionen für 
9: CC", n, 9 g* C= C’ [Bedingungen a) für alle n, &, 7. = 0]. Dann und nur dann gilt 
f= f* bzw. o= 0’, wenn g= g* bzw. = (”. — Ist K ein CW-Komplex, so besteht sein Homo- 
topiesystem o(K) aus den Homotopiegruppen 9, (kK) = n,(K!), 0,(K) = n,(K", K"") fürn > 2, 
und d, ist der Homotopierandoperator. [Dafür, daß 0,(K) freier vs. (o,, d,)-Modul ist, hat 
W. C. Cockcroft, Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 2, 159—160 (1951) einen einfacheren Be- 
weis gegeben.] Das zugeordnete System (€ besteht im wesentlichen aus den relativen Homolo- 


giegruppen C,(K) = H„(K",K""1) des universellen Überlagerungskomplexes K (ganzzahlige 
Koeffizienten, endliche singuläre Ketten). Für die geometrische Realisierbarkeit gilt: Ist 
dimd < 4 oder ist o, = 1, so gibt es einen OW-Komplex K mit o(K) © o. Es wird ein Homo- 
topiesystem der Dimension 5 angegeben, das keine geometrische Realisierung besitzt. — K und 
L seien Komplexe, f:o(K)—0o(L) ein Homomorphismus, K, ein zusammenhängender Teil- 
komplex von K und 9: K„— L eine geometrische Realisation des durch f induzierten Homo- 
morphismus fy: K,— L. Wenn K= K,+ K”*! und L J„-Komplex ist, läßt sich @, zu einer 
geometrischen Realisation : K—L von f erweitern. — Wenn die Homomorphismen f, f*: 
o(K)— o(L) durch Abbildungen p, 9*: K— L induziert werden, folgt {= ff aus = o*. Die 
Abbildung 9: K—L ist dann und nur dann Homotopieaquivälenz, wenn f:g(K)—o(Z) eine 
Äquivalenz ist. Ist im K<m+1, L J„-Komplex, so kann jede Aquivalenz f: o(K)—o(L) 
durch eine Homotopieäquivalenz 9: K—L realisiert werden, und X= L dann und nur dann, 
wenn o(K)=o(L). Aber auch wenn dm K<m+1,L J„-Komplex ist, folgt aus f= f* 
nicht immer = 9* (Beispiel: K = $?, L = 8? Sphären). Ist dagegen dm K < m, L J„-Kom- 
plex, so folgt 9 p* aus {= f*. Entsprechende Sätze für Kettengruppensysteme. — Als Bei- 
spiel wird die Homotopieäquivalenz der Linsenräume vom Typus (m,p) und (m,g) mit 
q= + k2p (mod m) für passendes k festgestellt. — Zum Schluß Andeutungen über die Einord- 
nung der absoluten Homotopiegruppen in ein kombinatorisches Schema. Erika Pannwitz. 
Whitehead, J. H. €.: Simple homotopy types. Amer. J. Math. 72, 1—57 (1950). 
Vgl. die vorangehenden Referate. In dieser Arbeit werden einfache Homotopietypen, die 
den nucleis der früheren Arbeiten des Verf. (a. a. O.) entsprechen, algebraisch definiert. — 1. Die 
Gruppe T. R sei ein Ring mit Einselement von der Eigenschaft, daß jeder freie R-Modul, 
der einem freien R-Modul vom endlichen Range n isomorph ist, den Rang n hat, M der R- 
Modul der Folgen m = (r, 73...) ;€ Rund r, +# 0 nur für endlich viele ö; rm = (r ty, # r93 +++)» 
reR. Diem: rn, =1,r,—=0 für j=+i, bilden eine Basis von M. Die Automorphismen [von 
M, für die fm, = m, für alle hinreichend großen ;, bilden eine Gruppe X. A sei eine Untergruppe Be - 
der Multiplikationsgruppe der regulären Elemente von R, +1€4A. Die Automorphismen 
g = 9( 5, A, r),diedurchgm =Am, + rm, + j,AEA,r € R),g m, = my, (k=1,2,...; k 30) 
definiert sind, erzeugen einen Normalteiler 2 von X. T = W/2’ist eine Abelsche Gruppe (additiv I 
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geschrieben). Jedem f EX entspricht ein t(f) ET. Die f€ 2 heißen einfacheAutomorphis- 
men; dazu gehören die Permutationen endlich vieler Basiselemente von M. Jeder Automorphis- 
mus ® von R definiert einen Automorphismus s;(ty ray ...)= (dr,d rg...) von M. Ist 


FEN, so auch PP = EIy Er ist [EX unddA CA, so auch Per. Tläßt daher die Gruppe © 


der A-Automorphismen (9 A = A) von R als Operatorgruppe zu: DT(f) = (PP). — In den An- 
wendungen ist R der Gruppenring (mit ganzzahligen Koeffizienten) einer Gruppe I, A besteht 
aus den Elementen +y, yET, und © wird eingeschränkt auf solche Automorphismen # von R, 
die von Automorphismen von I’ erzeugt werden. Ist I’ die unendliche oder eine endliche zyk- 
lische Gruppe von einer Ordnung < 4, so ist T = 0), aber für die zyklische Gruppe der Ord- 
nung 5 ist T nicht trivial. — 2. Basismoduln. So heißt ein Teilmodul A von M, dessen Basis 
aus endlich vielen m, besteht; der von den übrigen m, erzeugte Modul sei M.. &: A» 4’ sei 
ein Isomorphismus von A auf einen Basismodul A’. Dann gibt es eine Permutation P von M, 
so daß PA’= A; setzt man fa+m)=Paa+m(a€EA,meM,), so ist FE, und z(f) 
hängt nicht von der speziellen Wahl von P ab. (x) =r(f) heißt die Torsion von a. Ist 
ı(a) = 0, so heißt a ein einfacher Isomorphismus, in Zeichen a: A » 4'(2).—3. Ketten- 
systeme. Ein Kettensystem C = {C,} besteht aus endlich vielen paarweise fremden Basis- 
moduln C,(n = 0,1;...) von M mit Randoperator 8 = {du}, :&n: On — CO, 80 = 0. Unter 
einer Kettenabbildung f: CO — ©’ wird zunächst (bis Nr. 5 inkl.) ein mit dem identischen Auto- 
morphismus von R assoziierter Operatorhomomorphismus (s. vorsteh. Referat) verstanden: 
öf=f& rf=fr. Die Definitionen des Kettendeformationsoperators, der Homotopie von 
Kettenabbildungen und der Äquivalenz sind entsprechend einzuschränken. Ein Kettensystem B 
heißt elementar, wenn die B, bis auf zwei, B,_, und B, (r > 1), Nullsind und 2,: B,= B,_,(2); 
es heißt „collapsible“, wenn es direkte Summe elementarer Systeme ist. C und C’ gehören 
derselben einfachen Äquivalenzklasse an, Ü= (’(Z), wenn es collapsible Systeme B, B’ 
und einen einfachen Isomorphismus f gibt, so daß f:B-+- Ü = B’ + (0’(Z). C und ©’ sind dabei 
„Deformationsretrakte“ (algebraisch definiert) von B-+( bzw. B’-+(’; mittels der retra- 
bierenden Abbildungen werden aus f diejenigen Abbildungen g: C= (’(2) gebildet, die man 
als einfache Äquivalenzen anzusehen hat. — 4. Nulläquivalente Systeme. Ist (= (, so 
kann man der Reihe nach Systeme (01, 02... finden, so daß (= (/(L) und Cr=0 für 
n<m, ”= (, (&) fürn > m + 1; bei genügend großem m (> dim O— 1) ist 0, ..: OH, = CH, 
und (—1)”r(2,,,,) =(C) hängt nur von © ab: r(C) heißt die Torsion von ©. Es sei 
C= ('= 0; dann und nur dann ist t(C) = r(C”), wenn O= (’(&). C=0(2) dann und nur 
dann, wenn z(C) = 0. Bildet man für E€© das zu © konjugierte System 0”, indem man in 
C den Randoperator 8 durch s, 2 s,' ersetzt, so gilt (CP) =#r(C).—5. Abbildungszylinder. 


C und C’ seien zueinander fremde Kettensysteme mit Randoperatoren d, 6, f: C—(’ eine 
Kettenabbildung und &: CO, ,® & O,_, für jedes n ein durch eine Permutation P,_, von M 
induzierter einfacher Isomorphismus. Dann ist das Kettensystem O* = {0%} mit COX = (0), + 0, 
+00, , und dem Randoperator  0*: 9*c = & für c€E(,, *c= dc für del, drxc 
= (f—1—a0)cfürce(,_, ein Abbildungszylinder C(f) von f. C(f)= 0 dann und nur dann, 
wenn f: O= (’; daher ist, falls f: C= C', durch r(f) = r(C (f)) die Torsion von f definiert, 
sie hängt nur von fab. Wenn fg: O—C". dann Of) 8 C(g) (&); also t(f) =r(g), wenn. 
>g:C=(', d.h. r(f) ist eine Invariante der Homotopieklasse von f. Für g: C= (* gilt 
z(g)= 0 dann und nur dann, wenn g: O= (’(2). — 6. Das Gruppoid ®. Von nun an sei R- 
Gruppenring einer Gruppe I’; A und © seien, wie oben angegeben, definiert. Als Kettenabbil- 
dung f:C — 0’ lassen wir jetzt einen mit € © assoziierten Operatorhomomorphismus zu: 
f0=öf, fr=(Ör)f._ Wir setzen voraus, daß O,, C, +0 und daß f Basiselemente von (, auf 
solche von C, abbildet; dann ist f nur mit einem ® assoziiert. Kettendeformationsoperator, Ho- 
motopie von Kettenabbildungen und Äquivalenz sind wie im vorangegangenen Referat defi-_ 


niert, I’ spielt die Rolle von g,. Ist f: O= 0’ mit ® assoziiert, so is: C?= C’ mit 1, und man 
definiert die Torsion von f durch ()=r(fsy)). Esist 7, 05) = dr(f). Ist f: = 0” 
mit 9° assoziiert, so ff: = 0” mit 9%, und es gilt (H: (FN=r(f)+Hr(f). Aus 


fg: = (' folgt x(f) = z(g). Definiert man einen Automorphismus f. TsT durch Fr = 97 


wenn f mit v assoziiert ist, so folgt f(r) = g(r) aus fu g. {C} sei die Klasse der mit einem festen 
le äquivalenten Systeme; dann bilden die Homotopieklassen f, f’ von Äquivalenzen 
‚ f zwischen den Elementen von {C} ein Gruppoid & mit der Multiplikation: ff’ = ff i 

den € | 1 ltiplikation: = /f’ immer 

dann, wenn ni einen Sinn hat. Die f: C= C bilden eine Untergruppe &,, ARE: c° 
(0 € {0}) sind die Einheiten von &. ®& ist Operatorgruppoid für T, mit frefr. Beil) 
liefert wegen (*) einen verschränkten Homomorphismus von & aufiT: t(@f=rlo) Lay. 
— 7. Kettensysteme von Komplexen. K sei ein endlicher, a 


(mit einer „natürlichen“ Basis) isomorph auf zueinander fremde Basismoduln von M ab- 
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bildet; die Willkür in der Konstruktion von C(K) erlaubt noch Übergang zu einem kon- 
Jugierten C7 (X) und Anwendung eines einfachen Isomorphismus. Jede Äquivalenz 9: K= K’ 
induziert ein f: C(K) = O(K’); man setzt t(p) = t(f). r(p) hängt nur von der Homotopieklasse 
pP vonp ab: 7(p) tip). Da aber die isomorphen Zuordnungen zwischen m, (K), z,(K’) und 7’ 
willkürlich sind, kann auch jedes A7(9),9 €, statt (9) auftreten; es wird also einer Homoto- 
pieklasse 9: K= K’als Torsion die Klasse (5) der Elemente 97(7), 98€ 9, zugeordnet. 
®: K= K' heißt einfache Homotopieäquivalenz, 9: K= K’(X), wenn z(p)=0; K und 
K’ sind vom gleichen einfachen Homotopietypus, XK= K’(F), wenn esein 9: K= K’($) 
gibt. Genau wie die f: C=( bilden auch die Homotopieklassen 4: K= K eine Gruppe @,, 
die Öperatorgruppe für T ist, mit einem verschränkten Homomorphismus €: @, — T. — Ob 
der einfache Homotopietypus eines Komplexes topologisch invariant ist, weiß man nicht; jeden- 
falls ist er eine kombinatorische Invariante: Wenni: K— K’ die identische Abbildung von K 
auf seine Unterteilung K’ ist, dann i: K= K’(Z). Für simpliziale Komplexe, aufgefaßt als 
C W-Komplexe, ist der einfache Homotopietypus dasselbe wie der nucleus, der n-Typus dasselbe 
wie die n-Gruppe des Verf. (loc. eit.). Auch bei Homotopiesystemen läßt sich der Begriff der 
einfachen Aquivalenz einführen. — Als Beispiel wird die Torsion für eine Homotopieäquivalenz 
zwischen den Linsenräumen P, @ (vorst. Referat) berechnet. Erika Pannwitz. 

Smith, C. A. B. and W. T. Tutte: A elass of self-dual maps. Canadian J. Math. 
2. 179—196 (1950). - 

Die Zerlegung von Rechtecken in Quadrate hängt nach einer grundlegenden 
Arbeit der Verff. gemeinsam mit R. L. Brooks und A. H. Stone [Duke Math. 
J. 7, 312—340 (1940); dies. Zbl. 24, 165] mit solchen elektrischen Netzwerken zu- 
sammen, die sich ohne Überschneidung auf eine Kugel zeichnen lassen. Die durch 
das Netzwerk bewirkte Zerlegung der Kugelfläche in Ecken, Kanten und Flächen 
werde als Karte (map) bezeichnet. Eine Karte M heißt selbstdual, wenn es eine 
eineindeutige Abbildung f von M auf die duale Karte M* gibt. M und M* besitzen 
eine gemeinsame reguläre Unterteilung; die erwähnte Abbildung f läßt sich zu einer 
Abbildung dieser regulären Unterteilung auf sich und alsdann zu einer Abbildung 
der zugrunde gelegten Kugelfläche auf sich fortsetzen. Letztere Abbildung kann 

einer Drehung, einer Spiegelung oder einer Drehung mit nachfolgender Spiegelung 
topologisch äquivalent sein; daraus ergibt sich eine entsprechende Klasseneintellung 
der genannten Abbildungen f. Die Kanten der Karte können nach ihrem Verhalten 
bei der Abbildung f in vier Klassen eingeteilt werden. Indem man diese Klasen- 
_ einteilung auf die Inzidenzmatrizen einer selbstdualen Karte überträgt und mit 
diesen Indizenzmatrizen rechnet, ergeben sich arithmetische Aussagen über ge- 
wisse mit der Karte verknüpfte Zahlen, insbesondere über ihre sog. Komplexität. 
Ferner algebraische Formeln für elektrische Netzwerke, acht durchgerechnete Bei- 
spiele (in Bouwkampscher Schreibweise) von Rechteckszerlegungen, die zu selbst- 


dualen Karten gehören, weitere Sätze über die Struktur gewisser selbstdualer Karten Er 


_ und ein Verfahren zur Konstruktion von Beispielen. — Alle grundlegenden Defini- 
tionen und Zusammenhänge sind in der Arbeit so ausführlich dargestellt, daß diese 


_ auch ohne Kenntnis der vorangegangenen Literatur lesbar ist. Alfred Stöhr. 
Tutte, W. T.: Squaring the square. Canadian J. Math. 2, 197—209 (1950). 
E Eine Zerlegung eines Rechtecks in n Quadrate heißt von der Ordnung n. Die 
Zerlegung heißt perfekt, wenn alle Quadrate verschieden sind und » >1 ist. u 
heißt einfach, wenn sie kein echtes Teilrechteck enthält, das dabei mit einer Ordnung 

>1 zerlegt ist. Insbesondere interessieren perfekt und einfach zerlegte Qua te. 
ig piele sind bekannt; Verf. sucht systematische Methoden zur Konstruktion 
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fähigkeit enthalten, insbesondere'von solchen, in denen es (wegen Verschwindens 
einer gewissen Determinante) eine einparametrige Schar möglicher Stromvertei- 
lungen gibt. Die zugehörige Quadrateinteilung besitzt ein mehrfach überdecktes 
Gebiet, eine sog. Überlappung, die durch weitere Maßnahmen beseitigt wird. Be- 
sonders durchgeführt ist die Verwendung dieses Verfahrens zur perfekten einfachen 
Zerlegung von Rechtecken mit dem Seitenverhältnis 15:17 in Quadrate. Als Bei- 
spiele zu den Methoden sind mehrere einfach und perfekt zerlegte Quadrate explizit 
angegeben. Alfred Stöhr. 


Klassische theoretische Physik. 


@ Weizel, Walter: Lehrbuch der theoretischen Physik. II: Struktur der Materie. 
Berlin, Göttingen, Heidelberg: Springer-Verlag 1950. XII, 1540 S. mit 194 Text- 
abbildungen. 

Der 2. Band dieses Lehrbuches umfaßt die Abschnitte G, Elementare Atom- 
theorie (100 8.); H, Quantentheorie (2208.); I, Moleküle, Chemische Bindung 
(80 8.); J, Statistik (308.); K, Struktur und Eigenschaften der Gase (140 S.); 
L, Struktur und Eigenschaften der zusammenhängenden Materie (140 S.), M, Kern- 
physik, Elementarteilchen (40 S.) und ein Sachverzeichnis für beide Bände. In G 
werden die einfachsten Erfahrungen der Atomistik und der Spektren behandelt. 

H geht aus von der Wellenmechanik, gewinnt dann die Matrizendarstellung der 
Quantentheorie und steigt auf bis zur Diracschen Theorie und der Quantentheorie 
der Wellenfelder. I behandelt im wesentlichen die zweiatomigen Moleküle, J die 
drei Statistiken und K kinetische Theorie, Elektrizitätstransport und elektrische 
Entladung. L stellt zunächst die Theorie der Gitter allgemein dar, behandelt dann 
mechanische, elektrische, optische Eigenschaften, Elektronentheorie der Metalle 
und den flüssigen Zustand. M gibt einen kurzen Abriß der Kernphysik (Elementar- 
teilchen, einfache empirische Gesetzmäßigkeiten, Kernprozesse). — Das Buch, dessen 

‚vielen geschickten und klaren Formulierungen man das pädagogische und didaktische 

Können des Verf. anmerkt, stellt entsprechend seinem Umfang weniger ein Lehr- ° 

buch für die Anfänger als ein Nachschlagebuch dar, in dem der fortgeschrittene 


Student über die Grundlagen des einen oder anderen Teilgebietes der Atomphysik . 
nachlesen kann. Für diesen Zweck ist das Buch ausgezeichnet geeignet, besonders, 

onn parallel zu seiner Lektüre die experimentelle Literatur eingesehen wird, un 

im Bewußtsein der Lernenden den Eindruck zu vermeiden, daß er es mit rein rech- 

ischen Teilgebieten der Physik zu tun hat. , = Bernhard Kockel. | 


er 


jechanik: 


E = Sears, Franeis W.: Mechanics, heat, and sound. — 2nd ed. (Prineiples. 


a die theo 
ik auf den im Titel angegebenen G 'hne ach Darst 


hen Ansprüchen ist es 
talphysik und als Vorb« ıg au 
‚sehr geeignet. Viele Aufgaben 
Sehr Se ER > ne 
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blemes de mecanique, Marseille 30. 3.—6. 4. 1948: Paris 8.—9. 4. 1948), 35—39 
(1949). 

Bericht über die von J. Morris (The escalator method in engineering vibration 
problems, London 1947, dies. Zbl. 29, 148) entwickelte „Stufenmethode“ -(Esoalakdt 
method) zur Eigenwertberechnung: Die Eigenfrequenzen eines Systems von n Frei- 
heitsgraden mit der kinetischen Energie T — 2'a,,9;d;, der potentiellen Energie 
V=2b,99,0,;=a,,b,=b,, sind durch die Wurzeln A® von D(}) = 
Iia;;i — b,; || = — (0) bestimmt. Legt man dem System die Bedingung q, = 0 auf 
und führt in bezug auf die übrigen q, eine Hauptachsentransformation aus, so sind 
die 4%) mit den Eigenwerten AR) und den zugehörigen normierten Amplituden 
des reduzierten Systems von n — 1 Freiheitsgraden durch eine algebraische Gleichung 
n-ten Grades in 4%), nämlich D(A®) = 0, verknüpft. — Nach dem bekannten Theo- 
rem von Routh liegt zwischen je zwei Werten /(®) stets ein A(Rr-D, Daher geht man 
zunächst stufenweise zurück bis zu einem System von 2 Freiheitsgraden, ermittelt 
leicht die zugehörigen A) und die normierten Amplituden, hieraus durch Iteration 
48), und steigt so Stufe um Stufe wieder zu dem gegebenen System von n Freiheits- 
sraden auf. — Zwei Zahlenbeispiele, davon eines für ein System mit 6 Freiheits- 
graden, sind angeschlossen. Fritz Reutter. 

Haag, Jules: Pendule conique isochrone. C.r. Acad. Sei., Paris 231, 933—-935 
(1950). 

Modifikation und Realisation einer von Ch. Huygens konstruierten, aber den 
Genauigkeitsanforderungen nicht entsprechenden Pendeluhr, so daß die Uhr brauch- 
bar wird, wie durch Heranziehen der dynamischen Gleichungen gezeigt wird; wegen 
der Untersuchung des Einflusses der Fabrikationstoleranzen auf den Wert der 
Winkelgeschwindigkeit und der Ableitung einer praktischen Methode zur Regulie- 
rung des Pendels wird auf eine spätere Arbeit in den ‚Annales frangaises de Chrono- 
metrie‘‘ verwiesen. STH NNE: Otto Volk. 

Krail, Giulio: Mete lontane del moto dei sistemi dinamiei. Pubbl. Face. Sei. 
Ing., Univ. Trieste, Ser. A, Nr. 10, 12 p. (1947). 

In der vorliegenden inhaltsreichen Schrift, die als „Vorübung“ zum ars über 
höhere Mechanik an der Triester Universität bezeichnet ist, werden die Methoden 
für die Untersuchung der Bewegungen von dynamischen Systemen dargetan, die 
man Poincare, Levi-Civita, Birkhoff u. a. und dem Verf. verdankt. Im 
einzelnen werden behandelt: 1. Das 3-Körperproblem einschließlich des Stoß- 
problems und der asymptotischen Voraussage, wenn der Zusammenstoß ausge- 
schlossen ist. 2. Die Verteilung der Energie in einem planetarischen System. 3. Die 
Bildung der Milchstraße. 4. Invariante Integrale und Stabilität nach Poisson. 
5. Asymptotisches Verhalten der dynamischen Systeme. 6. Die ergodische Hypo- 
these und ihre Modifikationen. 7. Die invarianten Adiabaten und ihre Anwendung 
in der Himmelsmechanik. 8. Spezielle Kriterien für die Untersuchung der asym- 
ptotischen Bewegungen. Otto Volk. 

Chil’mi, 6. F.: Dissipative Bewegungen in einem System von n Körpern, die 
Een nach dem Newtonschen Gesetz anziehen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 

. 8. 71, 847—850 (1950) [Russisch ]. 


Verf. gibt hinreichende Bedingungen für das Auftreten dissipativer Bewegungs- _ Zi | 


typen des n-Körperproblems an. Es wird folgendes Resultat bewiesen: Die Massen 


der n materiellen Punkte P, (= 0,1,...,n — 1) sollen durch m,, ihre Abstände $% 


durch r,, bezeichnet werden. Man führe die folgenden Bezeichnungen ein: 
Alb min fr, 0,() = min {dr,,di}, M,= Mi/Mi, wo Mi =. mm; 
ji 


M; = min. {m, m,/{m, + my}. Wenn nun die Anfangsbedingungen n 0) == 


co? (0) >= 8m ‚/e;(0) für einen bestimmten Wert von i erfüllt sind und für >0° 
keine Zusammenstöße zwischen den Punkten a dann gilt die Beziehung. 
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lim o,(t) = ©, d.h. die Entfernungen des Punktes 7, von allen übrigen Punkten 
t F? + > h . .. r 
wachsen unbegrenzt. Falls die benannten Bedingungen für alle Werte von 
ii = 0,1,...,n—1) erfüllt sind, findet also ein vollständiger Zerfall des Systems 
statt; in diesem Falle wird das System vom Verf. „vollständig dissipativ‘ genannt. 
J. Földes. 

Chil’mi, 6. F.: Halbdissipative Bewegungen in einem System von rn Körpern, 
die einander nach dem Newtonschen Gestz anziehen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. 8. 71, 1041—1044 (1950) [Russisch ]. 

Verf. untersucht hinreichende Bedingungen für das Auftreten halbdissipativer Bewegungen 
eines Systems von n materiellen Punkten, die einander nach dem Newtonschen Gesetze anziehen. 
Ein solches System wird halbdissipativ genannt, wenn es sich in zwei nicht leere Untersysteme 
zerteilen läßt, deren eines vollständig dissipativ ist, das andere dagegen nicht. Ein Teilsystem 
von k<n Punkten P, Pi. - -; Pr, eines Systems von n Punkten P,, P,,.- ., P„_, heißt voll- 
ständig dissipativ, falls die Abstände jedes Punktes P,; i =0,1,...,k—1) von jedem Punkte 
P,G=0,1,...n—1) bei t— + oounbegrenzt wachsen. — In der Bezeichnungsweise der 

n—] 
vorsteh. referierten Arbeit, wo noch M = _S) m, gesetzt wird, lautet der vom Verf. bewiesene 


Jj=0 
Satz folgendermaßen: Ist die Energiekonstante F des Systems positiv und sind die folgenden Bedin- 
gungen erfüllt: 


8M,;; kin f i AM, 1 
0;,(0) > 0, 02(0) > ee Pe ee en SS ee a er 
( ) :( ) 0; 0, / ar 6 21 ) 0, (0) 8;(0)J 
jFi 
so gelten für =(,1,....,k—1 die Beziehungen lim o,(f)= ©, die Punkte P,, Pi: Pr 
t>+0 


bilden aber kein vollständig dissipatives Teilsystem; falls dieses Teilsystem nur aus zwei Punkten 
besteht (k = n — 2), folgt also seine Stabilität, während sich die übrigen k Punkte bei {> + 
von diesen beiden und voneinander unendlich weit entfernen. Auf den Fall von drei Punkten 
angewandt, läßt dieses Ergebnis bei passender Wahl der Anfangswerte der Koordinaten und Ge- 
schwindigkeiten und mit Rücksicht auf die Reversibilität der dynamischen Vorgänge die Mög- 
lichkeit des Einfanges eines aus unendlicher Entfernung kommenden materiellen Punktes durch 
einen anderen in der Anwesenheit eines dritten erkennen. (Ein Körper wird von einem anderen 
Körper eingefangen, wenn für ihre gegenseitige Entfernung r die Relation im r= » gilt 
t>—00 

und es einen Zeitpunkt 7 und eine Zahl R derart gibt, daß für jedes {> T die Ungleichheit 
r <BR gilt.) Die schon im vorigen Jahrhundert verbreitete Ansicht, daß Einfangsprozessen 
solcher Art entsprechende Lösungen des allgemeinen Dreikörperproblems nicht existieren könn- 
ten, wurde in neuerer Zeit durch die das probl&me restreint betreffenden Arbeiten von v. Zeipel 

und Hopf, sowie durch ein ohne strengen Beweis mitgeteiltes Resultat von Chazy aus dem 
Jahre 1932 noch weiter verstärkt. Der vom Verf. erbrachte Nachweis der Möglichkeit (und dar- 
über hinaus der positiven Wahrscheinlichkeit) des Binfanges ist für die kosmogonische Theorie 
von ©. J. Schmidt von fundamentaler Bedeutung. — Der Beweis ist auf eine von ©. J. Schmidt 
herrührende, nur die relati ©” Geschwindigkeiten enthaltinde Form des Energieintegrals, sowie 
auf Ergebnisse der vorsteh. veferierten. Arheit begründet. “ J. Földes. 


D DS 


Chil'mi, 6. F.: Der Virialsatz in der Himmelsmechanik. Doklady Akad. Nauk 
FR SSSR, n. 8. 70, 393—396 (1950) [Russisch]. 
Br), Es wird die übliche Behandlung des Virialsatzes kritisch erörtert, und eine 
BEN. neue genauere Fassung angegeben. Bekanntlich lautet die gewöhnliche Formulierung 
dieses Satzes folgendermaßen: In einem statistisch-stationären System von n 
Körpern, die einander gemäß dem Newtonschen Gesetze anziehen, gelten die Be- 
ziehungen U = const., W = const, U=2W und U = — 2H, wo — U die poten- 
tielle und W die kinetische Energie des Systems bedeutet. Diese Behauptung wird 
gewöhnlich aus dem Energieintegrald W = U-+H und der sog. Lagrange-Jacobi- 
schen Gleichung d?//dt? = 2(U + 2H) unter der Annahme d2I di? = 0 abgeleitet, 
die durch die aus der Stationarität des Systems folgende annähernde Konstanz des 


"auf den Massenmittelpunkt des Systems bezogenen Trägheitsmoments I — 5 m;r; 
; = = 


Ei Arehaus nicht begründet erscheint. — Angesichts dieses Umstandes 1 Verf. 


mi if IA nz 


895 


ebenfalls aus der Gleichung von Lagrange-Jacobi die beiden folgenden Ergebnisse 
ab, die eine exakte Variante des Virialiatzes darstellen: Ist das System stabil, so 
gibt es für oe gegebene Zahlen e>0 und T >0 solche Werte von t' >T, 
daß |U( )+ 2H| < &; ist außerdem noch U annähernd konstant, d.h. kann man 
solche positive Zahlen A, n und T angeben, daß für alle? >7 ur — Al<n wird, 
so ist für dieselben Werte von t |U-+2H|<2n, |? W-U|<2n. Dabei be- 
deutet Stabilität die Erfüllung der beiden folgenden Bedingungen: 1) die Bewe- 
gung der n Körper verläuft ohne Züsenırhenstäße: 2) es gibt eine solche Zahl 
R>0, daßimmer vn <Rt=1,2,...,n). J. Földes. 


Egerväry, E.: Sur une nouvelle solution partieuliere du probl&me des trois 
corps. Comment. math. Helvetici 24, 1—3 (1950). 


Verf. behandelt das Dreikörperproblem mit gleichen Massen im Fall von Zentral- 
kräften, die direkt proportional zur 3. Potenz der Entfernung sind. Er findet 
ein neues, von den klassischen unabhängiges allgemeines Integral: X, (2, — x;) + 
& (Ya — Ya) + 21 (29 — 23) = const. und leitet mit seiner Hilfe im Fall der ebenen 
Bewegung eine Familie spezieller Lösungen her, welche die äquidistanten und 
kollinearen Lagrangeschen Lösungen als Grenzfall enthält. Ernst Hölder. 


Bölorizky, David: Sur la rögularisation du probleme des trois corps. ©. r. 
Acad. Sci., Paris 231, 1428—1429 (1950). 

Beim Zweikörperproblem können die allgemeinen Integrale unabhängig von den 
Integrationskonstanten d.h. die rechtwinkligen Koordinaten und die gegenseitige 
Entfernung der Körper sowie die Zeit als holomorphe Funktionen der Veränder- 
lichen 4 in der ganzen U-Ebene dargestellt werden, ww d=rdu(u=0 fürt=1t,; 
r der Abstand der beiden Körper, t die Zeit). K.F.Sundman [Acta Math. Sue = 
sala 36, 105—179 (1912)] hat gezeigt, daß die 9 kartesischen Koordinaten und die 
Zeit im De perprehlem. als holomorphe Funktionen der komplexen Men: 


lichen » mit di= u (1-e"ll)do, wor, W=1,2,3) die gegenseitigen Ent. 


fernungen der drei Karest bedeuten und / eine Konstante, in einem Streifen um 
die reelle Achse dargestellt werden können; Verf. zeigt, daß auch die dem Zwei- 
 körperproblem entsprechende Veränderliche mit d=1r,r,r,dp das Problem 
nicht in der ganzen ®-Ebene regularisieren kann und die Koordinaten sowie die 
jr Be eraeeen der 3 Körper, als Funktionen der Zeit betrachtet, nicht eindeutige _ 
eee Funktionen sind. Baer; Otto Volk. 


_ Heinrich, Wladimir W.: Sur un ee d’öl&ments  canoniques. Gin 
Fe Fys,., "Praha; 74, Nr.4,316—320 und tschechische Zusammenfassg. 320 (19 0) 
4 Heinrich, Wladimir W.: Sur la variation des arbitraires en forme non can 
|nique des öquations de Lagrange. Casopis Mat. ‚Fys. = Praha 74, Nr. 4, aa 
un nn Zusammenfassg. 324 (1950). ee DE : 


n m werden für die Planetenbewegung als „letz | 
Se = 
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Elastizität. Plastizität: 


Rothman, M.: Isolated force problems in two-dimensional elastieity. I. H. 
Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 279—296, 469—480 (1950). 

I. Die Theorie von Stevenson [Proe. R. Soc. London, Ser. A 184, 129 (1945)], 
nach der sich die Spannungen und Verrückungen bei zweidimensionalen Elastizitäts- 
problemen durch zwei komplexe Potentiale ausdrücken lassen, wird angewandt auf 
den Fall einzelner isolierter Kräfte am Rand verschieden gestalteter Löcher in 
einer unendlichen Scheibe. Dabei wird gute Übereinstimmung mit speziellen, schon - 
früher nach anderen Methoden erzielten Lösungen erreicht. — II. Anwendung der 
Methode von Stevenson auf die Lösung zweidimensionaler Elastizitätsprobleme. Es 
handelt sich um das Problem der durch mehrere isolierte Einzelkräfte am Rand 
beanspruchten Scheibe von spezieller Gestalt. Viktor Garten. 


Hasse, H. R.: The bending of a uniformly loaded elamped plate in the form 
of a eireular seetor. Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 271—278 (1950). 

Eine Platte von der Form eines Halbkreises mit gleichmäßig verteilter Be- 
lastung ist längs des gesamten Randes fest eingespannt. Verf. gewinnt die Lösung 
mit Hilfe einer Reihenentwieklung, deren schnelle Konvergenz numerisch nach- 
gewiesen wird. H. Neuber. 


Kueharski, W.: Beiträge zur Theorie der durch gleichförmigen Schub bean- 
. ... ‚spruehten Platte. I. Ingenieur-Arch., Berlin 18, 385—393 (1950). 

In dieser sowie in den beiden folgenden Mitteilungen wird die Methode der sogenannten 
Störungsrechnung auf die lineare partielle Differentialgleichung einer durch gleichmäßigen 
Schub beanspruchten Platte angewandt, wobei die üblichen Voraussetzungen aus der Theorie 
dünner Platten gelten sollen. Die Differentialgleichung lautet: (1)w, +44w+ dw,,=0, 
wo Differentiation nach den Variablen durch Indizes angegeben ist, A = 8°/8x? + 2/öy? den 

Laplaceschen Operator bedeutet, # = 24(1— »?) a? z/n2 h? E mit v— Querdehnungszahl, = 
_ _ EBlastizitätsmodul, = Plattendicke, «a = Plattenlänge in x-Richtung, 7 = Schubspannung, die 
in dieser Mitteilung zeitlich konstant angenommen wird. Durch den Ansatz (2) w=To(t)Ug (xy) 
(o=0,1,2,...) ergeben sich die Gleichungen (3) AAUg #9 Ugay — Io Uo —=0, (4) 75 + 40 To 
 =(, wo Striche Ableitungen nach der Zeit t bezeichnen. GI. (3) stellt bei gegebenem d und 
vorgeschriebenen Randbedingungen eine Eigenwertaufgabe mit Eigenwerten }, und Eigen- 
- funktionen U, dar. Bei bekanntem Kigenwert lautet die Lösung von (4) mit = de: 
(5) Te = As sinwo t+ Bo coswe t und die vollständige Lösung (6) w= N, (4, sin ws t 
ee cos wet) Ua, wo A, und Bo aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. Die Existenz 


wisse Be 


* 
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Kucharski, W.: Beiträge zur Theorie der durch gleichförmigen Schub bean- 
spruchten Platte. I. Ingenieur-Arch., Berlin 18, 394-408 (1950). 

In dieser Mitteilung wird die Schubspannung 7 als periodische Funktion der Zeit ange- 
nommen, die um einen konstanten Mittelwert schwankt. Mit 1)9 = 9-9, sin wi geht die 
Differentialgleichung (1) im vorstehenden Referat in (2) w,,; + Adw + dm + d, sin ot) w,, = 0 
über, wo d,, ©, und & beliebige reelle Konstanten mit der Einschränkung bezüglich der Fre- 
quenz & sind, daß die in der Platte auftretenden tangentialen Massenbeschleunigungen infolge 
der Schwankungen von 7 mit genügender Genauigkeit vernachlässigt werden können. Der 
übliche Produktenansatz im vorsteh. Ref. führt nicht zu einer Lösung von (2), dagegen wird 
eine Lösung durch einen Störungsansatz nach Potenzen des Parameters ®, ermöglicht, nämlich 


[0,0] 
8) w= 5 w,®%, der nach Einsetzen in (2) und Ordnen nach gleichen Potenzen von d, ein 
m=(0 
System unendlich vieler Differentialgleichungen liefert: (4) Wr + Alm + In Won = 
(5) Un + Ada FI una Um, ein at (m=1,2,...,). GL (4). mit 9, = konst. ist 
[e, 0] 
die im vorsteh. Ref. gelöste Gl. (1), wonach man hat (6) w= = (4o sin wo t + Bo cos we Et) 
a! 


° De (2, Y), wobei sich d. aus der Gl. (7) AAUg + dm Ugay— Ag Ug = 0 (Druckfehler!) ergibt 
mit Ag = wo als Figenwert, zu dem U, bei vorgeschriebenen Randbedingungen als Eigenfunktion 
bei konstanter Schubspannung 7,, mit entsprechenden #,, gehört, womit U, und A, als bekannt 
anzusehen sind. Die Gleichungen (5) sind inhomogen, wobei die rechte Seite durch die vorher- 
gehende Gleichung als bekannt anzusehen ist; sie sind daher sukzessive zu lösen. — Verf. dis- 
kutiert weiter die Einzelheiten zur Herstellung der Lösungen sowie die Vollständigkeit der an- 
gegebenen Lösung. Bei der Diskussion der Stabilität der Bewegung ist angegeben, daß die 
Bewegung stabil und zwar periodisch verläuft, wenn die aus der Fundamentalgleichung der 
maßgebenden linearen Substitution (siehe J. Horn, Gewöhnliche Diiferentialgleichungen, 
Leipzig 1905, S. 222) folgende Konstante s= — 1 wird. Wie Verf. dem Ref. mitgeteilt hat, 
trifft dies nur dann zu, wenn s nicht gleichzeitig eine Doppelwurzel der Fundamentalgleichung 
ist. Im Falle der Doppelwurzel artet die Substitution in bekannter Weise aus, so daß dann zu 
der periodischen Lösung eine nicht-periodische hinzutritt, die mit der Zeit anwächst, welcher _ 
Fall hier gerade vorliegt. Daher ist die Aussage in (24) S. 397, die sich auf s= + Fr bezieht, 
entsprechend zu berichtigen und im Kriterium (28) für die Stabilität (S. 398) das Gleichheits- 
zeichen zu streichen. Daraus folgt, daß die den später erörterten und in Abb. 2, 8. 406, aufge- 
tragenen Grenzkurven entsprechenden Bewegungen nicht mehr stabil sind. — Es werden weiter 
. die für das Stabilitätskriterium maßgebenden Werte bis 9% einschließlich berechnet und als 
Beispiel in erster Annäherung eine quadratische Platte mit 9, = 0, also 9 = 9, sin wt durch- 
gerechnet, indem man sich auf Glieder mit höchstens #5 beschränkt, womit sich alles erheblich 
vereinfacht. Zum Schluß werden noch andere Lösungsmethoden besprochen und Vergleiche 
mit den Ergebnissen der ersten Mitteilung gemacht. — [Wiederum sind Druckfehler zu berichti 
gen, wovon einige genannt seien: In Zeile 14 von oben S. 394 muß es #, statt ö, heißen. In Gl. 
(11) 8. 395 fehlt die Schlußklammer. Die beiden Gl. (14) auf derselben Seite haben zu viele 
Indizes! In Zeile 24 von unten $. 396 soll auf Gl. (16) statt auf Gl. (24) hingewiesen werden 
In Gl. (19) S. 397 muß es heißen wo, (statt we) und in der 13. Zeile von oben soll auf Gl. (2) statt 
auf Gl. (12) hingewiesen werden. In der Determinante (33) 8. 398 fehlt einmal der Index 0, 
und in der Bedingung (34) 8.399 ist links 0 zu streichen. Ebenso enthält der zweitletzt 
Ausdruck für die Determinante W (weı, wos) einen Druckfehler. Diese Kollektion Druckfehle 
_ mag hier genügen, aber leider ist die ganze Arbeit von solchen durchsetzt] ELPIT 
ELSE in EEE ENT Rolf Gran O 
Chalilov, Z. L: Lösung des allgemeinen Problems der Biegung einer gestüt 
elastischen Platte. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 405—414 (1950) [Russ: 
Ä Die Mittelebene einer dünnen elastischen Platte möge ein Gebiet S der (% 
ne überdecken und durch eine glatte geschlossene Kurve Z begrenzt sein. 
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die Erkenntnisse benutzt, die früher bei derselben Methode durch S.G. Lechnickij 
[Priklad. Mat. Mech. 2, 181—209 (1938); dies. Zbl. 23, 274] zur Anwendung kamen. 
Rolf Gran Olsson. 

Klitchieff, J. M.: Some series applied to the theory of struetures. Publ. Inst. 
math., Acad. Serbe Sci., Belgrade 3, 1—23 (1950). 

Verf. behandelt das Problem der Biegung eines an seinen Enden einfach und 
dazwischen mehrfach elastisch abgestützten Balkens, indem er die Biegelinie in 
Form einer trigonometrischen Reihe ansetzt, so daß die sonst übliche Annahme 
von äquidistanten Stützen gleicher Steifigkeit unnötig wird. Die Bestimmung der 
im Ansatz auftretenden Konstanten aus einem System linearer Gleichungen erfolgt 
im Einzelfall durch das Verfahren der sukzessiven Approximationen. Im Spezial- 
fall äquidistanter Stützen gleicher Steifigkeit kann die Lösung geschlossen ange- 
geben werden. Weitere Ausführungen beziehen sich auf das Problem mehrerer ägui- 
distanter und gleichbelasteter Parallelträger gleicher Steifigkeit, die durch einen 
oder mehrere Querträger unterstützt werden, auf die Durchbiegung einer recht- 
eckigen, an ihren Ecken eingespannten Platte unter dem Einfluß einer konzentrier- 
ten Last, auf das Ausknicken eines in seiner Längsrichtung gedrückten Balkens, 
der seitlich mehrfach elastisch abgestützt ist, auf das Ausbeulen einer rechteckigen, 
entweder durch transversale oder longitudinale Rippen versteiften Platte. Auch 
diese Probleme werden nach der gleichen Methode behandelt, nachdem eingangs 
die dafür benötigte Auswertung trigonometrischer Reihen (durch Differenzieren und 
Partialbruchzerlegung) bereitgestellt ist. Viktor Garten. 

Durie, Milan: On the application of trigonometrie series in the analysis of 
beams on elastie foundation. Publ. Inst. math., Acad. Serbe Sci., Belgrade 3, 
73—18 (1950). 

M. Hetenyi gab in seinem Buch „Beams on elastic foundation“ (Michigan 
1946, p. 69) eine Darstellung des elastisch gebetteten Balkens mit freien Enden nach 
der Methode der trigonometrischen Reihen. Das Problem führte bei der Bestimmung 
der Koeffizienten derjenigen trigonometrischen Reihe, welche die Biegelinie des 
Balkens darstellt, auf die Auflösung eines unendlichen Systems linearer Gleichungen. 
Verf. zeigt, daß diese Zurückführung unnötig ist, da sich nämlich die Koeffizienten 
der Reihe explizit angeben lassen. Überdies gelingt ihm, die Konvergenz derjenigen 


‚Reihe zu verbessern, welche die Differenz der Durchbiegungsordinaten im Fall der 


Biegelinie mit und ohne elastische Bettung darstellt. Viktor Garten. 

Väleoviei: Über das allgemeine Problem der Bestimmung der elastischen 
Linie und der Kniekbedingungen bei dünnen, in eine Flüssigkeit eingetauchten Säulen. 
Acad. Republ. popul. Romäne, Bul. Sti. A2, 759—766, russische und französ. Zu- 
sammenfassgn. 766—767, 767 (1950) [Rumänisch]. 


On determine l’&quation de la ligne elastique d’une colonne soumise & l’action 
d’un champ variable de forces en supposant que la colonne est immergee (en partie 


. ou totalement) dans un fluide pour des conditions aux deux bouts de la colonne 


ayant une forme tout & fait gen&rale; d’ailleurs les cas de l’encastrement et de l’arti- 


 eulation rigides ou elastiques des deux bouts, que l’on rencontre d’habitude dans 


les applications, apparaissent comme des cas partieuliers de la forme generale 
etudi6e. On 6tablit ensuite les conditions de flambage. Dans le cas special des 
colonnes pesantes, qui presentent une importance particuliere dans la technique 


des forages petroliers, l’auteur 6tablit un „theoreme d’&quivalence“ en vertu duquel 


l’etude de la ligne elastique et du flambage d’une eolonne immergee peut 6tre reduite 


& l’etude de la ligne elastique et du flambage d’une colonne dans le vide. 


er, (Autoreferat.) 
KadZaja, D. L: Zur Berechnung von Balken mit konstantem Querschnitt 
auf einer elastischen Unterlage. Soobsdenija Akad. 'Nauk Gruzinskoj SSR 11, 


229230 (1950) [Russisch]. 
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Birman, F. $S.: Zum Problem der Torsion eines röhreniörmigen Stabes von 
quadratisechem Querschnitt. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 65, 461—463 (1949) 
[Russisch ]. 

Eine frühere Arbeit des Verf. (dies, Zbl. 30, 326) enthält eine Lösung für die 
Torsion eines dünnwandigen quadratischen Rohres durch radial gerichtete Kräfte, 
die zu gleichen Teilen über die vier Kanten des Rohres verteilt sind. Die vorliegende 
Arbeit ergänzt jene Lösung zu einer neuen, die den Angriff der Radialkrülte ledig- 
lich an zwei gegenüberliegenden Kanten des Rohres voraussetzt. Zur Superposition 
wird der Spannungszustand eines unendlichen Parallelstreifens verwendet, der 
einer normal zu seinen Rändern gerichteten, zur Mittellinie des Streifens symmetri- 
schen Belastung ausgesetzt ist. Das Gesetz der Verteilung dieser Belastung längs 
der Ränder des Streifens wird in Übereinstimmung mit der angenommenen Ver- 
teilung der tordierenden Radialkräfte über die Länge der Kanten, in Form von zwei 
Streckenlasten verschiedenen Vorzeichens gewählt. Auf eine Diskussion der neuen 
Lösung geht der Verfasser nicht ein. S. Woinowsky-Krieger. 

Federhofer, Karl: Zur Bereehnung zylindrischer Behälter mit veränderlicher 
Wandstärke. Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., Anz. 1950 (87), 275—287 
1960): 

Die Berechnung der Spannungen in dünnen Kreiszylinderschalen hat bisher 
bei konstanter und linear veränderlicher Wandstärke auf bekannte Funktionen ge- 
führt (im 1. Falle auf Hyperbelfunktionen, im 2. Falle auf Zylinderfunktionen). er 
Nunmehr zeigt Verf., daß auch im Falle einer quadratischen Veränderlichkeit der = 
Schalendicke das Problem durch elementare Funktionen lösbar ist. Nach Auf- a: 
stellung der Grundgleichungen der symmetrisch belasteten Kreiszylinderschle n 
Operatorenform geht Verf. zunächst auf die Bedingung ein, welche zur Aufspaltung. 

der Grundgleichung 4. Ordnung in je 2 Differentialgleiehungen 2. Ordnung er- 
forderlich ist. Hierbei zeigt sich, daß die zweite Ableitung der Wandstärke konstant 
sein muß. So gelangt Verf. zur Untersuchung der quadratisch veränderlichen 
Wandstärke und zeigt, daß sich in diesem En eine einfache Lösung mit Hilfe be- 
kannter Funktionen angeben läßt. H. Neuber. : 

Oniasvili, ©. D.: Über die dynamische Stabilität flacher Schalen. So 

Akad. Nauk Vezliekor SSR 11, 169—175 (1950) [Russisch]. 2 

Oniasvili, 0.D.: Zur Theorie der Seismostabilität flacher Schalen. Soobitenija 

Akad. N:  einsle; SSR 11, 409-416 (1950) [Russisch]. 
= Sokolovskij, V. V.: Einige Problems der Plastizitätstheorie bei allmählicher 
- Verfestigung des Materials. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 655—658 en [Bu& :E 
sisch S 
2 Integration der need sungen ‚eines inkompressiblen plast 
“schen Mediums mit Verfestigung nach dem Potenzgesetz wird für die folgend 
ri Fälle in geschlossener Form durchgeführt: 1. Ebene keilförmige Scheibe m. 
Einzellast an der Spitze; 2. Torsion eines Kreiskegels. . HH. Neuber 
Sokolovskij, V. V.: Ebenes und axialsymmetrisches Gleiehgewicht einer plasti 
schen, Masse zwischen festen Wänden. ‚Priklad. Mat. Mech., Moskvaı 14, , 39 


ussisch]. 3, u 
r Voraussetzungen der Inkompresibiität und der u eines 


400 


Unter der Annahme der Inkompressibilität und eines Potenzgesetzes zwischen 
den Spannungs- und Dehnungsinvarianten gelingt Verf. die Integration der Gleich- 
gewichtsbedingungen des ebenen Spannungsproblems in folgenden Fällen: 1. Keil 
mit Einzellast an der Spitze; 2. Keil mit Drehmoment an der Spitze; 3. Keil mit 
konstanter Streckenlast auf einer Flanke. Schließlich wird der Sonderfall der 
ideal. plastischen Halbebene mit örtlich begrenzter Streckenlast (Lösung von 
Präandtl) als Grenzfall erörtert. H. Neuber. 

Seveenko, K.N.: Das elastoplastische Problem für einen schweren Halbraum 
mit einem vertikalen zylindrischen Ausschnitt. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 
587—592 (1950) [Russisch ]. 

Es wird ein elastischer Halbraum mit freier Oberfläche betrachtet, welcher 
eine vertikale Bohrung besitzt, deren Innenrand gleichfalls unbelastet ist. Verf. 
untersucht den Spannungs- und Formänderungszustand infolge des Einflusses des 
Eigengewichtes unter Berücksichtigung einer gemischt elastisch-plastischen Ver- 
formung. Zunächst werden die Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt, wobei an- 
genommen wird, daß sämtliche Schubspannungen in Zylinder-Koordinaten ver- 
schwinden. Für die zugehörigen Dehnungskomponenten werden neben den kine- 
matischen Beziehungen noch die Plastizitätsgleichungen für inkompressibles Medium 
vorausgesetzt. Weiterhin wird eine lineare Abhängigkeit zwischen der charakteristi- 
schen Spannungs- und Dehnungsinvariante angenommen (Plastizität mit Verfestigung). 
Nach Aufstellung der Randbedingungen bestimmt Verf. die Lage der Grenze des 
elastischen Gebietes und gibt die Spannungsverteilung an. Spannungen und Ver- 

 schiebungen lassen sich hierbei durch bekannte Funktionen darstellen. AH. Neuber. 
Ei;  Rachmatullin, Ch. A.: Untersuchung der Ausbreitungsgesetze ebener elasto- 
 plastischer Wellen in einem Medium mit veränderlicher Elastizitätsgrenze. Priklad. 
Mat. Mech., Moskva 14, 65—74 (1950) [Russisch ]. 

Verf. untersucht zunächst den Fall einer anwachsenden Elastizitätsgrenze, der 
eintritt, wenn ein Stab an einem Ende einen Stoß erhält und am anderen Ende be- 
 .  lastet wird. Hierbei wird gezeigt, daß sich der Bewegungsvorgang im Gebiet der 
elastischen Deformation auf das Problem der schwingenden Saite zurückführen 
3% läßt, während im plastischen Bereich mit Hilfe der Charakteristikenmethode eine. 
SER Lösung nachgewiesen wird, welche ähnliche Eigenschaften aufweist, wie sie bei 
- Riemannschen Wellen auftreten. Verf. zeigt u.a., wie sich das Bewegungsgesetz. 
der plastischen Wellenfront erfassen läßt. Ferner wird das Problem einer abfallenden 
2 Elastizitätsgrenze behandelt, welches vorliegt, wenn der Stab an einem Ende wieder- 
‚holte Stöße aufnimmt. Es handelt sich dann um eine Aufspeicherung von Rest-- 


er 


2,  deformationen im Endquerschnitt. Auch hier führt die Charakteristikenmethode 
En zum Ziel. Schließlich behandelt Verf. den Stoß eines Stabes gegen eine absolut” 
s harte Platte. Auch hierbei werden im Endquerschnitt Restdeformationen aufge- | 
speichert, welche den Verfestigungsprozeß verursachen. Die auftretenden Druck- 
- wellen werden am Stabende reflektiert und haben eine Entlastung zur Folge. Verf, 
st hierbei allgemein den Satz, daß der Verfestigungsprozeß nur nach unendlich 
er Anzahl von Stößen abgeschlossen ist. H. Neuber. 
Jagn, Ju. I. und E.N. Tarasenko: Angewandte Theorie der plastischen De- 
von Stüben. east Akad. Nauk SR n. > | a! ) Rı 
| BE a re 
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hung mit behinderter Verwölbung. Im letzten Falle erhält Verf. eine nicht-lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung für die Schubspannung. H. Neuber. 

'Sapiro, 6. $.: Über die Integration dureh Quadraturen der Gleichungen des 
eindimensionalen Problems der Plastizitätstheorie unter Ber ücksichtigung der Ver- 
festigung des Materials. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 659—662 (1949) [Rus- 
sisch ]. 

Die Berücksichtigung linearer Materialverfestigung führt beim symmetrischen 
ebenen Spannungs- und Verformungszustand unter der Annahme der Inkompres- 
sibilität auf ein System integrierbarer Gleichungen. Verf. führt die Integration 
in Parameterdarstellung durch. H. Neuber. 

Torre, €.: Grenzbedingung für spröden Bruch und plastisches Verhalten bild- 
samer Metalle. Österreich. Ingenieur-Arch. 4, 174—189 (1950). 


Gareia, Godofredo: Die Gleichungen der endlichen Schwingungen in isotropen 
elastischen Medien. — Die zur Aufreehterhaltung des Gleichgewichts erforderliche 
Oberflächenkraft. Actas Acad. nac. Ci. exact. fis. natur. Lima 13, 29—-38 (1950) 
[Spanisch ]. 

Die Gleichungen für den Spannungstensor und die Differentialgesetze der Be- 
wegung isotroper elastischer Medien werden in einer Form aufgestellt, welche auch 
endliche Verzerrungen zuläßt. Im Grenzfall ergeben sich die üblichen Gleichungen 
für endlich kleine elastische Schwingungen. Uwe Timm Bödewadt. 
Thomson, W. T.: Matrix solution for the vibration of non-uniform beams. J. 
appl. Mech., New York 17, 337—339 (1950). . 

Anwendung der Matrizenschreibweise auf das Schwingungsproblem eines ein- 


" 


gespannten Balkens, der durch endlich viele konzentrierte Massenpunkte ersetzt 
gedacht wird. Werner Schmeidler. | ©: 
 Seehniasvili, E. A.: Bestimmung der Frequenz freier Schwingungen von Stäben - 
 veränderlicher Härte. Soobscenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 11, 161—168 10) 
[Russisch ]. Fr 


Sechniasvili, E. A.: Zur Frage der Bestimmung der kick Produ. 
freier Schwingungen von Stäben von veränderlicher Härte. Soobsdenija Akad. Nauk e 
_Gruzinskoj SSR 11, 369-376 (1950) [Russisch]. 

Vogel, Alfred: Zur Bereehnung der Torsionseigenschwingungen von Maschinen : 
'wellen. Z. angew. Math. Mech. 30, 363—369 (1950). Ei 
Das Problem wird für homogene, teilhomogene und inhomogene Maschen pn 
_ unter Benutzung der Matrizenmethode behandelt. Zunächst wird die „dynamische e 
Matrix“ bezw. die dazu ähnliche ‚„Frequenzmatrix“ aufgestellt, deren Eigenwerte x 
mit. ‚den Quadraten der Eigenfrequenzen des gegebenen Systems übereinstimmen. 
; Die Eigenwerte lassen sich für homogene Maschinen explizit angeben, für teilho 
d gene Maschinen implizit mit Hilfe der Frequenzfunktionen, für inhomogene 
‚schinen mit Hilfe eines konvergenten en [vel. A. Vogel, Z. 
' Math. Mech. 30, 174—182 (1950)]. es Werner Schmeidler 
= 2 Fu, &@ Y: on the irrelevant: roots, of the Rayleigh wave equation. Sci, R eco 
ae Sinica 2, 388—392 (1949). en TE RT N EHE 
a „Die Wellensusbreitung ne der ebenen Oberfläche ee 
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| 
| 
1 
| 


82-122 +3)=0, = & vw? reduziert. — Für gewöhnlich wird nur der | 


Vorgang betrachtet, Welser der größten der drei Wurzeln dieser Gleichung ent- 
spricht. Verf. gibt eine physikalische Interpretation der Lösungen, die zu den beiden 
andern Wurzeln gehören. Bei diesen Lösungen handelt es sich um in die Oberfläche 
einfallende oder an ihr reflektierte Wellen. Es gibt gewisse Werte des Einfalls- 
winkels, bei denen keine Reflexion auftritt. W. Quade. 


Heinrich, 6.: Zu L. Föppls Theorie der rollenden Reibung. Österreich. Inge- 
nieur-Arch. 4, 363— 375 (1950). 

Es wird gezeigt, daß die Hertzsche Berührungsbedingung durch die Gleichungen 
Föppls nicht erfüllt wird; bei gleichen elastischen Konstanten ist aber nur eine 


Hertzsche Drückverteilüng möglich. Dementsprechend wird hier die Theorie ver- 


bessert und mit Versuchen von G. Sachs verglichen. Es ist zwar keine volle Über- 

_ einstimmung erreicht, aber doch eine Verbesserung. Offenbar kennt Verf. nicht die 

Dissertation von Hans Fromm [ Z. angew. Math. Mech. 7, 27—58 (1927)] und auch 

nicht die Arbeit von G. Sonntag [Z. angew. Math. Mech. 30, 73—83 (1950)], in 

denen das Problem allgemeiner und richtig für Scheiben und für Kugeln gelöst ist. 
Georg Hamel. 


Kotetkov, A. M.: Über die Ausbreitung elastisch-zäh-plastischer Verschiebungs- 

wellen in einer Platte. Priklad. Mat. Mech., Moskva 14, 203—208 (1950) [Russisch ]. 

Beim - Ausbreitungsvorgang von Schubwellen in einer unendlich großen Platte 

5% infolge eines gegen die Platte gestoßenen starren Zylinders berücksichtigt Verf. 
ze außer der elastischen auch die zäh-plastische Deformation. Abweichend von einer 
B Formulierung von Bachsin werden die Beziehungen von Sokolovskij benutzt. 
Für Werte der Schubspannung oberhalb eines Grenzwertes wird vorausgesetzt, 
ö daß sich die Formänderungsgeschwindigkeit additiv aus zwei Gliedern zusammen- 
Ri setzt, von denen das eine der Überspannung, das zweite deren erster Ableitung 
proportional ist. Die Überspannung wird hierbei gleich der wirklichen Schubspan- 
nung gesetzt, jedoch vermindert um eine experimentell zu bestimmende Funktion 
der Formänderungsgröße. Als weitere Beziehungen kommen die Gleichgewichts- 
 bedingung (mit Beschleunigungsglied) und kinematische Aussagen hinzu, sowie die 
‚ Anfangs- und Randbedingungen des Problemes. Mittels dimensionsloser Hilfs- 
.  größen werden die Grundgleichungen weitgehend vereinfacht. (Auch auf den Grenz- 
all der idealen Plastizität wird hingewiesen). Infolge des hyperbolischen Typus der 
3% ii _ Hauptgleichung existieren zwei reelle Scharen von Charakteristiken. Spannungen, 
 Schubgeschwindigkeit und Deformation sowie die Grenze des elastischen und plasti- 
in schen Gebietes werden unter Hinzunahme von Annahmen über die Wellenfront 


(Auftreten von Stoßwellen) ermittelt. Schließlich wird auch der Fall einer linearen 
Materialverfestigung erörtert. ienauhla N euber. | 


Kotetkov, A.M.: _ Angenäherte Lösung einiger Sehens der instationären Be- 
8 wegung eines zäh-plastischen Mediums. Priklad. Be ‚Mech, Moskva 14, 433—436 
2 50) [Russisch]. ; = 

Es werden zwei Probleme der instationären re eines zäh-plastis 
ums behandelt. 1. Angenäherte Integration. der Barunkene für 
Fließen beim Stoß eines starren Zylinders gegen eine Platte, v 
gleichungen von Iljuschin benutzt. ‚werden. ‚Nach Einfü | 


‚ein lineare ; den Ban gungen ante 
M Da ergeben sich einfach. ' 
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Hydrodynamik: 


Ghosh, N. L.: Gases with a pressure-density relation—impossibility of eonfocal 
density distributions. Bull. Caleutta math. Soc. 41, 183—186 (1949). 

Wie in seiner früheren Arbeit (dies. Zbl. 37, 275) betrachtet Verf. eine rotierende 
gravitierende Gasmasse, die homogen in dem Sinne ist, daß der Druck eine Funk- 
tion der Dichte allein ist. Verf. zeigt nunmehr auch die Unmöglichkeit einer Dichte- 
verteilung in konfokalen Ellipsoiden. Ernst Hölder. 


Ghosh, N. L.: Correetions to my paper on „An extension of Hamy’s theorem, 
ete.“.. Bull. Caleutta math. Soc. 41, 220 (1949). 

Verf. gibt eine Berichtigung einer Betrachtung über sphärische Dichtever- 
teilungen (beim Vorhandensein einer störenden Masse auf der Rotationsachse) in 
einer seiner Arbeiten (dies. Zbl. 37, 275). Denselben Fall hatte bereits Dive in 
seinem Buch: Rotations internes des astres fluids, Paris 1930, durch eine ganz 
andere Methode behandelt, was Verf. nicht wußte. Ernst Hölder. 

Gilbarg, David and James Serrin: Free boundaries and jets in the theory of 
eavitation. J. Math. Phys., Massachusetts 29, 1—12 (1950). 

Behandelte man bisher Kavitationsprobleme mit der klassischen Helmholtz- 
schen Theorie der Diskontinuitätsflächen, so war man gezwungen, diese ins Un- 
endliche fortzusetzen. Verff. haben eine Erweiterung dieser Theorie vorgenommen, ' 
die eine Behandlung endlich langer Kavitationsblasen bei ebener Strömung ge- 
stattet. Die freien Stromlinien kehren dabei am hinteren Ende des Kavitations- 
raumes wegen der Bedingung konstanten Druckes nach innen zurück, wobei sich 
ein der Strömung entgegengerichteter, also auf die Rückseite des Körpers ‚‚spritzen-- 
der‘‘ Strahl ausbildet. Mathematisch ist eine solehe Annahme möglich, wenn der 
Strahl nach Auftreffen auf das Modell in einem zweiten Blatt der Strömungsebene 
weiterläuft. Dieses Modell der Strömung entspricht im übrigen den experimentellen 
Beobachtungen. — Für die Behandlung des Problems sind die üblichen Voraus- 
setzungen gemacht, jedoch ist der Druck im Kavitationsraum (p.) kleiner als der 
Druck ER gleichförmigen Strömung (p%) angenommen im Gegensatz zur klassischen 
Theorie, wo p, = p« ist. Die Lösung erfolgt wie in der klassischen Theorie durch 
konforme Abbildung der Geschwindiskeitsebene auf die Ebene des komplexen a 
Strömungspotentials. Sie ist mit Hilfe einer Verallgemeinerung der Schwarz- 
Christoffelschen Formel explizit durchgeführt für die geneigte ebene Platte und 
den Keil. Für gekrümmte Körperformen, für die die direkte konforme Abbildung 
nieht mehr möglich ist, wird das Strömungsproblem überdies in Analogie zur 
Methode von ee: Civita als nichtlineares Randwertproblem für eine analytische 
Funktion im Einheitskreis definiert, wobei Angaben über die Strahlbreite und 
Kraftwirkungen gemacht werden können. Pr Biegels 
Pataraja, N. N.: Über die hydrodynamische Wechselwirkung v von gleichzeitig 
sich in einer Flüssigkeit bewegenden Kugeln. hen Akad: Nauk a E 

ER 11, 3—9 (1950) [Russisch]. Re BE - 


 Gareia, Godofredo: Kanonische exakte Grundgleichungen für die endlichen 
B Bewegungen und die Spannungen in zähen Flüssigkeiten. Actas Acad. nac. “ Ale 
x fis. natur. Lima 12, 3—30 (1949) [Spanisch]. 2 \ & 

hrung . Arbeiten [dies. Zbl. 31, 431 und a Acad.: 
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stellungen für ebene Strömungen sowie die Transformation auf isometrische Ko- 
ordinaten, wobei sich im Grenzfall kleiner Relativbewegungen die Gleichung von 
Hamel ergibt. Uwe Timm Bödewadt. 


Tomotika, $. and T. Aoi: The steady flow of viscous fluid past a sphere and 
. eireular eylinder at small Reynolds numbers. Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 140 — 
161 (1950). 

At ae Grundlage der Goldsteinschen exakten analytischen Lösung der Oseen- 
schen linearisierten Bewegungsgleichungen der stationären zähen Strömung hinter 
einer Kugel wird das dazugehörige Stromlinienbild berechnet. Die numerische 
Rechnung wird für eine Reynoldssche Zahl k=1 durchgeführt. In Übereinstimmung 
mit Beobachtungsergebnissen bildet sich hinter der Kugel ein stationärer Wirbel- 
ring. Weitere Berechnungen haben gezeigt, daß dieser Wirbelring auch noch bei 
R = 0,1 vorhanden ist. Die gewonnene Lösung wird dazu benutzt, den Widerstand 
der Kugel zu berechnen und zwar den Druckwiderstand und den Reibungswiderstand 
getrennt für sich. Dabei zeigt es sich, daß der Druckwiderstand 1/3, der Reibungs- 
widerstand 2/3 des Gesamtwiderstandes ausmacht. Die gleichen Überlegungen 
werden auch auf die zähe Strömung hinter einem Zylinder angewandt. Das Strom- 
linienbild wird für die Reynoldsschen Zahlen R = 0,05; 0,1; 0,25 und 4 berechnet 
(die beiden letzten werden auch abgebildet). Die beiden stehenden Wirbel hinter 
dem Zylinder bilden sich auch noch bei R = 0,05, wobei allerdings der vom Wirbel- 
paar eingenommene Raum sehr klein ist. Mit zunehmender Reynoldsscher Zahl ver- 
größern sich diese stationären Wirbel. Die Berechnung des Widerstandes hat ge- 
zeigt, daß Druck- und Reibungswiderstand zu gleichen Teilen am Gesamtwiderstand 
des Zylinders beteiligt sind. Walter Wuest. - 


Viguier, Gabriel: Notions metriques lies a !’ö&quation de Rieccati et & P’etude du 
problöme de J. Boussinesq. Acad. Belgique, Bull. Cl. Seci., V. S. 36, 932—936 (1950). 
Im Anschluß an vorhergehende Untersuchungen von Verf. (dies. Zbl. 38, 381), 
_ M.Roy [Nouv. Ann. de Math., V. Ser. 3, 321—327 (1925)] ;und H. Villat (Legons 
sur ’hydrodynamique, Paris 1929) verfolgt Verf. den Zusammenhang der Theorie 
 ebener zäher Flüssigkeiten mit der der Riceatischen Diiferentialgleichungen weiter. 
Dies führt zunächst dazu, dem hydrodynamischen Problem gewisse metrische Be- 
iffe zuzuordnen, wie sie von der isometrischen Parametrisierung der Integral- 
ven der Riccatischen Differentialgleichungen her geläufig sind. Auch zur Schrö- 
BER OIHUNE Se linearen harmonischen Oszillators bestehen Beziehungen. 
} Max Pinl. 
«  Sears, W.R.: The boundary Hafen of yawed enden DR Symposia appl 
Math., Nr. 1, (Brown Univ. 2. —4. 8. 1947. Non- nn problems in me of 
continua.) 1718 (1949). 3 
Der Grenzschichtverlauf an einem ko zu seiner ER RE z nder 
fordert zu seiner Berechnung gegenüber dem Falle des senkrech 
linders nur eine nachträgliche Er i 
en Im en 
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Meksyn, D.: Integration of the laminar boundary layer equation. I. Motion 
of an elliptie eylinder. Separation. II. Retarded flow along a semi-infinite plane. 
Proe. R. Soc. London A 201, 268—278, 279—283 (1950). 


Verf. hat in einer früheren Arbeit [Proc. R. Soc. London A 192, 545 (1948)] 
eine Umformung der Grenzschicht-Differentialgleichung hergeleitet, die er nun 
zunächst in eine komplizierte Integro-Differentialgleichung verwandelt und vermöge 
eines Potenzreihenansatzes behandelt. Die Betrachtung wird im 1. Teil am Falle 
des von G. B. Schubauer [Aeronauties, NACA techn. Rep. 527 (1935) gemessenen 
Strömungsverlaufs an einem nichtangestellten elliptischen Zylinder erprobt, im 
2. Teil für den Fall der von L. Howarth [Proc.R.Soc. London A 164, 547 (1893)] 
berechneten Grenzschichtströmung längs einer Platte bei linear mit der Wand- 
bogenlänge verzögerter äußerer Potentialströmungsgeschwindigkeit herangezogen. 
Gewisse Schlußfolgerungen von allgemeinerem Interesse über den Ablösevor- 
gang werden gezogen. Im Falle des elliptischen Zylinders wird die Ablösestelle 
durch Annäherung vom Bereich rückläufiger Strömung her ermittelt. 

Henry Görtler. 


Stewartson, K.: Correlated ineompressible and eompressible boundary layers. Re 
Proc. R. Soc. London A 200, 84—100 (1949). gr 
Burgers, J. M.: The formation of vortex sheets in a simplified type of turbulent 
motion. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 122—133 (1950). _ en: 


Hinweisend auf Beobachtungen über die Bildung dünner Wirbelschichten bei a 
Windströmungen über Sand oder bei der Bänder- und Schleierbildung von brennen- SE 
den Zigaretten untersucht Verf. Strömungen, die nur eine Wirbelkomponente in ; 
der Strömungsrichtung aufweisen. Ist dies die x-Richtung, so werden die Differen- 
tialgleichungen für die v- und w-Komponente (in y- bzw. z-Richtung) vereinfacht, 
indem die Druckgradienten in y- und z-Richtung vernachlässigt werden; schließlich. 
"wird noch angenommen, daß die Reibungsglieder in Gebieten vernachlässigt werden 
"können, in denen die Ableitungen von v und w von normaler Größe sind. Diese 
stark vereinfachten Gleichungen werden zunächst in kleineren „homogenen Gebieten“ 
untersucht, indem aus einem in y und z linear angesetzten Anfangszustand ein 
späterer Zustand des Feldes gefolgert wird. Dabei ziehen sich diese Gebiete unter 
Umständen nach einer gewissen Zeit auf Geradenstücke zusammen, an denen beide 
Geschwindigkeitskomponenten eine Diskontinuität aufweisen und die man als 

“Querschnitt einer Wirbelschicht betrachten kann, die senkrecht zur (y,2)-Ebene 
"verläuft. Werden solche „‚,homogenen Gebiete‘ an geradlinigen Grenzen zusammen- 
e. Die Einbeziehung der kinematischen 


"wird daher ein weiterer Vereinfachungsschritt vorgeschlagen, nämlich die Beh nd-. 
os ei  F.Riegels. 


len 
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relationsfunktionen. Die Arbeit enthält in mehreren Fortsetzungen ausführliche Be- 
rechnungen der verschiedenen in den modernen statistischen Turbulenztheorien vor- 
kommenden statistischen Mittelwerte, scheint aber auf keine wesentliche Ver- 
besserung der bekannten Ergebnisse zu führen. Immerhin ist hier ein interessanter 
Versuch unternommen worden, das Turbulenzproblem mit wahrscheinlichkeits- 
theoretischen Mitteln anzugreifen. F. Riegels. 
Emmons, Howard W.: The numerieal solution of the turbulence problem. Proc. 
Symposia appl. Math., Nr. 1, (Brown Univ. 2.—4. 8. 1947. Nonlinear problems in 


mechanics of continua.) 67—71 (1949). 

Kurze, aber durch Diagramme sehr instruktive Andeutungen über numerische Berechnungen 
großen Ausmaßes (mit Hilfe einer large scale sequence controlled caleulating machine) von 
Lösungen der Navier- en: Gleichungen und der Kontinuitätsgleichung in der Form 
+y,&o— mL, =r pri, Py=—L für eine zweidimensionale Strömung in einem un- 
endlichen periodischen Kanal. Durch Übergang zu Differenzengleichungen wird die zeitliche 


Entwicklung einer Anfangsverteilung der Wirbelstärke Z, sowohl des Mittelwertes £ £ wie der 


anfänglich nach dem Gaußschen Gesetz verteilten Schwankung Ve: verfolgt — er 
nur für einen Zuwachs öt der Zeit t. — |Theoretische Betrachtungen von Leray bringen 
gar allerdings den turbulenten Charakter der Strömung gerade mit der Fortsetzung der Lösung 
für lange Zeiten in Zusammenhang. ‚Stationäre Strömungen zäher Flüssigkeiten hat be- 
reits H. Reißner mit dem Differenzenverfahren behandelt. Anm. des Ref... — Aus 
der Stromfunktion y (x, y,t), die keine direkte physikalische Bedeutung besitzt, gewinnt 
Verf. Diagramme für die mittlere Geschwindigkeit @ und die Schwankungsmaße der 


3 Geschwindigkeit Vw:, Vv? sowie die schon genannten Größen £, ver bei der Reynolds- 

ie ‘ Zahl Re= 4000, weiter für die Korrelationsmaße R, = ujul/@?, R, = vivi/v’? (zwischen 

Da zwei verschiedenen Punkten) der statistischen Theorie der Turbulenz. — Öbwohl der bloße Fort- 
schritt um ein Zeitintervall ö£ auch vom Verf. nicht als adäquate Behandlung angesehen wird, 

. liefert er Verhältnisse, wie sie nach den Beobachtungen zu erwarten sind. Allerdings muß für 

ER die voll ausgebildete turbulente Strömung auch die Dreidimensionalität der Strömung beachtet 

Rn werden. — Verf. erwartet mit seiner numerischen Berechnungsmethode die beiden Lösungs- 

ER typen: die laminare zweidimensionale Strömung für niedrige Re-Zahlen und für große Re eine 
Lösung, die lediglich für die zeitunabhängigen Mittelwerte Bedeutung hat, während die Augen- 

. blickswerte zufällige Größen sind. Die Resultate dieser Rechenarbeit haben eine große Bedeutung 
für die Theorie der Turbulenz. Ernst Hölder. 
 Rotta, J.: Das Spektrum isotroper Turbulenz im statistischen Gleichgewicht. 
 Ingenieur- Ach Berlin 18, 60—76 (1950). 

er ne an die sehe gsche Arbeit zur statistischen Turbulenztheorie 

„von 1948 gelingt es Verf. mit einem anderen Ansatz für das zeitliche Abklingen des 
 Turbulenzspektrums OF (k, t) [et in einem größeren Wellenbereich Übereinstimmung 
mit den Messungen zu erzielen. Ausgangspunkt der Betrachtungen ist dabei das 
Spektrum im nn des ausgebildeten statistischen Gleichgewichts in der Ge- 


er ‚stalt F(k,t) = E(t) - L(t) - f(x, Re), wobei %k die Wellenzahl, t die Zeit und 
3 > BR 2 = en F(k,t) dk > Farbulenzenergi je Maseneinheit 10) - = 


ker im Ze mit ‚dem San oschen Re dir ds 
nte Zähigkeit verfügt. Für ara K ergibt die Rechnu ung das. inzw 
Sr Chan h 


2 ee. De 2b a 269 
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Parsons, D. H.: Fluid motions whose kinematies are independent of the com- 

pressibility of the fluid. Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 446—451 (1950). 
Gewisse Geschwindigkeitsverteilungen können sow ohl von einem kompressiblen 
als auch von einem inkompressiblen Medium angenommen werden. Bei ebener 
Strömung kann dies nur bei geraden oder kreisförmigen Stromlinien eintreten. Die 
räumliche Strömung mit geraden Stromlinien bedingt konstante Geschwindigkeit 
auf den einzelnen ne Abschließend werden die allgemeinen Eigenschaften 
der Lösungen diskutiert. Klaus Oswatitsch. 

Ballabh, Ram: Coineidence of vortex and stream lines in a liquid of variable 
density. Ganita, Lucknow 1, 39—43 (1950). 

Strömungen eines inkompressiblen, geschichteten Mediums, bei welchem die 
Strom- und Wirbellinien zusammenfallen, werden studiert. Wenn außerdem der 
Geschwindigkeitsbetrag in den einzelnen Schichten konstant sein soll, gibt es keine 
stationären Lösungen. Instationäre Lösungen gab Verf. bereits früher an. Das 
Problem ist für Strömungen um Schiffe von Interesse. Klaus Oswatitsch. 

Dörr, 3.: Beitrag zu einer Wirbeltheorie des kompressiblen Mediums. Ingenieur- 
Arch., Berlin 18, 378—384 (1950). 

Ausgehend von dem Potential einer Quelle veränderlicher Ergiebigkeit in 
einem sonst ruhenden Medium wird durch Integration das Potential einer Quell- 
geraden erzeugt, die in einem Zeitpunkte mit konstanter Stärke zu fließen beginnt, 
Differentiation und Übergang zu einem bewegten Koordinatensystem liefern das 

Potential eines mit Unterschallgeschwindigkeit anschwimmenden Dipolfadens kon- 
stanter Stärke, der in einem bestimmten Zeitpunkte entstanden ist. Denkt man sich 
derartige Dipolfäden laufend in einem Punkte erzeugt, so erhält man ein Potential 
9, das für ein inkompressibles Medium das Potential eines in einem Zeitpunkte 
erzeugten gebundenen Wirbels einschließlich seines mit dem Grundstrom ab- 
schwimmenden freien Wirbels darstellt. Entsprechend wird @, für kompressible 
Medien gedeutet. Wesentlich ist, daß hier die Anteile des freien und des gebundenen 
Wirbels nicht mehr getrennt werden können. — Das Duhamelsche Integral liefert 
das Potential eines Wirbels mit zeitlich veränderlicher Auftriebsstärke einschließich 
seiner Schleppe. Insbesondere wird dann noch gezeigt, daß man so für den schwin- 
genden Flügel zur selben Integralgleichung gelangt, die Possio [Zbl. f. Mech. %, 
327 930) vom Prandtlschen Beschleunigungspotential ausgehend gewonnen hat. 
H. Söhngen. 
Martin, Monroe H.: Steady, rotational, plane flow of a gas. Amer. J. war 

2, 465—484 (1950). 

In die Gasgleichungen werden Druck p und Strominnktion; y als Snabhängiee 

- Veränderliche eingeführt. Die Bestimmung der restlichen Unbekannten x, y, u, v 
führt dann aufeine partielle Differentialgl. für 0 = aretgv/u (Voraussetzung: ,=E0). 

"In diese geht außer 9 nur noch der Geschwindigkeitsbetrag q ein, der durch die 
_Bernoullische Gleichung als Funktion von p und » gegeben ist. Nimmt man um- 

gekehrt 6 als gegeben an, so erhält man eine lineare partielle Differentialgl. 3: Ord- a3 

nung für q. Der Fall 0 = O(y) (gradlinige Strömung) wird eingehender untersucht. i 

"Damit dies eintritt, muß die RR Rn eine ganz bestimmte Form haben. 

A erfällt diese noch, las 2'(S) II(p) (o = Dichte, S= S(y) = - Entropie), so laufen $ 

die 'Stromlinien in einem Punkt zusammen und es ist a = Ay) u, v=Aly)vyn 

‚wobei u,, v) eine wirbelfreie Strömung darstellen. Der Ausnahmefall Be = ( (iso 
Strömung) bedingt ebenfalls eine ganz bestimmte Form der Zustandsgl. Ze, 

wie oben, soist u — A(ı Yu ws Ay) As wobei u,, v eine ee | 

ö darstellen. HE 

The propagation of eady; distntbändee: in. a supersoni 3 

1 unit ‚stream. Prog, Saukrldee ‚philoe:. 00. 
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Um einen ersten Einblick darin zu gewinnen, wie sich eine in einer Überschall- 
strömung erzeugte Störung durch eine angrenzende Grenzschicht stromaufwärts 
fortpflanzt, wird das folgende ebene Modell untersucht: Zwei Parallelströme, die. 
längs einer Geraden aneinander stoßen, aber sonst unbegrenzt sind und von denen 
der eine im Überschallgebiet, der andere im Unterschallgebiet liegt. Im Überschall- 
gebiet wird in einem Bereich eine stationäre Störung vorgegeben. Diese pflanzt 
sich längs der Machschen Linien fort, erreicht die Grenzgerade, wird dort teilweise 
reflektiert und dringt teilweise in das Unterschallgebiet ein. Dort breitet sie sich 
nach allen Richtungen aus und gibt wieder Anlaß zu Störungen im Überschall- 
bereich. — Diese Aufgabe wird im Rahmen einer linearen Theorie vollständig ge- 
löst. H. Söhngen. 

Tomotika, $S. and K. Tamada: Studies on two-dimensional transonie flows of 
a compressible fluid. — Part II. Quart. appl. Math. 8, 127—136 (1950). 

In Fortsetzung ihrer früheren Mitteilung (dies. Zbl. 34, 417) teilen Verff. mit, 
daß sich weitere partikuläre Integrale der Differentialgleichung ihres hypothetischen 
Gases nicht finden ließen. Sie greifen daher zu der Hodographen-Methode, die auch 
für ihr hypothetisches Gas auf eine lineare Differentialgleichung führt. Für diese 
wird eine Klasse von Lösungen in hypergeometrischen Funktionen mit einem ver- 
fügbaren Parameter angegeben. Die hier mögliche lineare Superposition gestattet 
die Herstellung weiterer und allgemeinerer Lösungen. Sonderfälle des in den Lö- 
sungen verfügbaren Parameters führen auf elementare Funktionen. Das Verhalten 
vorkommender isolierter Singularitäten wird ausführlicher behandelt. Numerische 
R: Beispiele werden nicht angegeben. Verff. kündigen vielmehr für den III. Teil der 
Untersuchung [| Quart. appl. Math. 9, 129—147 (1951)] die Einführung eines neuen, 

zweiten hypothetischen Gases an, welches eine höhere Approximation an die Wirk- 
lichkeit darstellt. . Henry Görtler. 
Stewartson, K.: On the linearized potential theory of unsteady supersonie 
motion. Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 182—199 (1950). j 
Die linearisierte dreidimensionale, reibungs- und wirbelfreie Überschallströmung um einen 
harmonisch schwingenden Tragflügel, die in mehreren Arbeiten mittels der Theorie der Fourier- 
 transformation von J. W. Miles, mittels der Methode der Singularitätenbelegung (,‚oszillierende 
 Überschallquellen“‘) von J.C.Evvard [NACA Rep.No. 951. (1950)] u. a., mit einer mehr 
ey direkten, sehr eleganten Methode von C. Gardner (dies. Zbl. 38, 116), sogar bei allgemeiner 
Zeitabhängigkeit, behandelt wurde, wirdin der vorliegenden Arbeit vom Verf. mittels der Theorie 
der Laplacetransformation angegriffen. Dabei ergeben sich zunächst die Resultate von C. 


Possio [Acta Pontificia Acad. Sei. 1, 993—106 (1937), S. v. Borbely (dies. Zbl. 28, 125) 
‚u.a. für das Problem des Flügels mit unendlichem Seitenverhältnis („ebenes“ Problem) in 
‚sehr einfacher und kurzer Weise. Eine allgemeine Darstellung des Geschwindigkeitspotentials 

durch den auf dem nichtgewölbten, unendlich dünnen Flügel vorgegebenen Druck schließt sich 

‚an. (Sie kann zur Aufstellung einer Integralgleichung für den Druck zu vorgegebener Gestalt 

nd Bewegung des Flügels herangezogen werden.) Für den rückwärts gepfeilten, zur Mittel- 
bene symmetrischen Flügel mit. Überschallvorderkanten wird durch Laplacetransformation 

n t herge- 
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Für einen Rechteckflügel, dessen Streckung größer als 1/y M? —-1 ist 
(1 <M = Mach-Zahl), werden (linearisierte) Formeln für Druckverteilung, Auf- 
Fi und Moment angegeben, wenn der lokale Anstellwinkel die Form hat 2 = 
HE) Hlt — t,(E)) (€ = Tiefenkoordinate, t = Zeit,H = See Stoßfunktion). 
Genauer beirächtet werden die beiden So ran gD)=1, ud) = 0 (plötzliche 
Erhöhung des Anstellwinkels) und f(& to( in (Eintritt in eine Bö); x 
Zahlwerte für Auftrieb und Moment in RR von der Zeit werden für 4 ver- 
schiedene Mach-Zahlen in Diagrammen wiedergegeben und mit denen des ebenen 
Problems verglichen. Johannes Weissinger. 


Frick, €. W. and R.S.Chubb: The longitudinal stability of elastie swept 


wings at supersonie speed. J. aeronaut. Sci., BR Pa. 17, 691—704 (1950). 
Für einen gepfeilten Flügel ist die Frage der Beeinflussung seiner Längsstabilität durch sein 
elastisches Verhalten von großer Bedeutung. Verff. berichten über einige analytische Studien 
des N.A.C.A. zu diesem Thema aus den letzten Jahren. Betrachtet werden nach außen ver- 
jüngte, nach hinten gepfeilte Flügel großen Seitenverhältnisses (also mit im wesentlichen ellip- 
tischer Auftriebsverteilung längs Spannweite), von denen längs der Spannweite konstantes 
Verhältnis von örtlichem Biegemoment zu Trägheitsmoment des örtlichen Schnitts, also eine 
parabolisch geformte Biegelinie angenommen wird (es wird die einfache Balkentheorie verwendet 
und die Krümmung der Torsionslinie in der Nähe der Flügelmitte vernachlässigt). Unter diesen 
Annahmen ergibt sich eine in Spannweitenrichtung linear anwachsende Schränkung des Flügels 
unter Last. Untersucht werden beschleunigte Flugzustände bei Überschallgeschwindigkeit, 
die Flügelvorderkanten seien Unterschallkanten, die Hinterkanten dagegen nicht. — Die Luft- 
kräfte auf den elastisch deformierten Flügel werden nach der linearisierten Theorie der tragenden 
Fläche ermittelt. Dabei werden die Störeinflüsse der Flügelenden auf die Auftriebsverteilung 
vernachlässigt. Der bekannten (kegeligen) Luftkraftverteilung für den starren Flügel ist die 
Luftkraftverteilung infolge der symmetrischen linearen Flügelschränkung additiv zu überlagern. 
Diese zusätzliche Luftkraft wird durch additive Überlagerung (Integration) unendlich vieler 
infinitesimaler kegeliger Lösungen vom bekannten Lagerströmschen Typus [NACA tech. Note — 
1685 (1948)] längs Spannweite näherungsweise als geschlossener analytischer Ausdruck {| ge- ne 
wonnen. (Der Fehler, den man dabei dadurch begeht, daß durch diese Konstruktion die Druck- 
verhältnisse vor dem Flügel auf der Flügelgegenseite gestört werden, ist gering, er wird nAn- 
betracht der sonstigen Näherungsannahmen vernachlässigt.) Da die Grundlast dem Anstell- 
winkel & des starren Flügels, die Zusatzlast dagegen dem Verhältnis M/EI (M Biegemoment, 
E Elastizitätsmodul, 7 Trägheitsmoment des örtlichen Flügelschnitts) proportional ist, müssen 
«& und M/EI erst noch in Relation gebracht werden. Dies geschieht über die Maximalspannung « 
an der Flügelwurzel unter Beachtung der Tatsache, daß das Biegemoment dem Anstellwinkel 
proportional ist. — Um auch den Einfluß der Verdrehweichheit des Flügels neben seiner Biege- 5 
weichheit in Ansatz zu bringen, wird zunächst bemerkt, daß für stark gepfeilte dünne Flügel die 
aeroelastische Schränkung infolge Torsion etwa 15209, derjenigen infolge Biegung ist. Der 
Einfluß der Verdrehweichheit auf die Spannweitenverteilung der Last wird daher zur Ermitt- 
lung des laufenden Drehmoments längs Spannweite (aber nur hierzu) vernachlässigt. Ferner 
wird angenommen, daß wie die Biegeschränkung so auch die Torsionsschränkung linear längs 
- Spannweite verläuft. Wie oben kann dann auch hier die zusätzliche Luftkraftverteilung infolge 
Verdrehweichheit bestimmt werden. — Durch Integration der örtlichen Druckverteilung er 
_ geben sich alsdann Gesamtauftrieb und Gesamtlängsmoment bei kombinierter Biege- und 
 Torsionsweichheit des Flügels. Für festen Anstellwinkel werden Formeln angegeben fü ; 
Verhältnisse der Auftriebs- und Momentenbeiwerte des elastischen zu denen des starren Flügels 
F ‚als Funktionen der geometrischen Flügeldaten, der Maximalspannung des Wurzelquerschnitts zu 
des maximalen Lastvielfachen und der elastischen Größen E und @ (Elastizitäts- und Schub- 
_ modul). — Die Rechnungen können vereinfacht werden, indem man statt der Theorie der tra 
3 den Fläche eine von Brown und Adams [NACA techn. Note 1566 (1948)] — allerding füı 
ügel mit antisymmetrischer Schränkung — entwickelte Streifenmethode verwendet. Wi 
Hand Jurchgerechneter Beispiele gezeigt wird, geben beide Verfahren genügend 
N ‚Re Schließlich wird mit diesem einfacheren Streifenverfahren dann ie An 
hen | auf ihre Brauchbarkeit geprüft, indem mittels Diedeı 
ote 1876 (1949)] ein von diesem Verf. bereits > an 
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sich (wie eigentlich vorauszusehen) im wesentlichen nur in der verschiedenen Druckpunktlage 
und gehen daher hauptsächlich in den Beitrag der Torsionsweichheit ein. Hermann Behrbohm. 
Behrbohm, H. und K. Oswatitsch: Flache kegelige Körper in Übersehallströ- 


mung. Ingenieur-Arch., Berlin 18, 370—377 (1950). 

Die Aufgabe der Umströmung eines flachen und kegeligen Körpers ist in einer linearen 
Theorie gleichbedeutend mit der Bestimmung derjenigen Lösung der Wellengleichung 
Par PP = 0, für die p, in einem beliebigen keilförmigen Bereich ® der z-Ebene auf 
Ober- und Unterseite gegeben und längs der Halbgeraden durch die Spitze von ® konstant 
jst, also nur eine Funktion des Winkels 7 an der Spitze ist. Auf Ober- und Unterseite kann aber 
Y, verschiedene Werte haben. Weiter ist noch zu verlangen, daß o, in jedem Punkt der z-Ebene, 
der nicht in dem von der Spitze von B ausgehenden Mach-Kegel W und nicht in DB liegt, ver- 
schwindet. — Diese Aufgabe wird mittels der Singularitätenmethode behandelt, wobei Ober- 
und Unterseite getrennt betrachtet werden. Als Grundlösungen kegeliger Strömungen werden 
mit Quellen belegte Halbgeraden genommen, bei denen die Quellintensität proportional dem 
Abstand von der Spitze ist. Belegt man damit von der Spitze von ® ausgehend die ganze Ebene 
und läßt die Intensität e der Quellsperre noch von n abhängen, so erhält man ein Geschwindig- 
keitsfeld, dessen z-Komponente für z gegen Null zur jeweiligen Intensität e proportional ist. 
Ist also p, überall in der Ebene z = (0 gegeben, so ist damit das Problem erledigt. Schwierig- 
keiten treten nur dann auf, wenn p, in einem Teil von WM nicht bekannt ist. Dort ist zu verlangen, 
daß sich die von der Öberseitenbelegung und Unterseitenbelegung erzeugten Geschwindig- 
keiten stetig verhalten. — Verff. zeigen, daß sich die Belegungsintegrale des M-Bereichs so um- 
formen lassen, daß die Randwerte von p, und @, die Form der Normalableitung einer ebenen 
Wirbelschicht in einem inkompressiblen Medium annehmen. (Die Wirbeldichten ergeben sich 
dabei aus der Belegungsdichte e durch eine Integration.) Geht man mit dieser Darstellung in die 
Stetigkeitsbedingung für p, ein, so erhält man für die „‚Wirbeldichte“‘ eine Integralgleichung, 
wie sie aus der Theorie der dünnen Profile bekannt ist. Ihre Auflösung liefert die Wirbeldichte 

. und damit auch die Normalkomponente in dem restlichen ‚Bereich. H. Söhngen. 


Er Stone, A. H.: On supersonie flow past a slightly yawing cone. J. Math. Phys., 
. Massachusetts 27, 67—81 (1948). 


z” Ein kreiszylindrisches, in einen geraden Kreiskegel vom halben Öffnungswinkel 9, als 
Kopf auslaufendes Geschoß bewege sich stationär und geradlinig mit einer Geschwindigkeit 
vom Betrage U in einer gegen seine Symmetrieachse unter einem Winkel eschiebenden Richtung. 
Von der Geschoßspitze geht dann bei 0, < 56° und hinreichend großer Machzahl U/a (a = Schall- 
geschwindigkeit) eine sich als kegelförmig erweisende Stoß- und von den Projektilschultern _ 

eine Ausbreitungswelle aus. Es interessiert die Strömung im Zwischengebiet dieser beiden Wellen 
E mit dem Ziel, die auf den Geschoßkopf wirkenden Kräfte und die Gestalt der Stoßwelle zu be- 

stimmen. Dabei soll Zähigkeit, Wärmeleitung, Auftreten der Grenzschicht und Oberflächen- 

„reibung unberücksichtigt bleiben, die Strömung als stetig von e abhängig und e als so klein 

(es 5°) angenommen werden, daß Glieder von zweiter und höherer Ordnung ine vernach- 

. lässigt werden dürfen; schließlich soll im genannten Zwischengebiet Überschallgeschwindigkeit 

vorliegen. Nach Einführung von Kugelkoordinaten r, 6, g werden für die in positiver Richtung 
genommenen Komponenten u, v, w des Geschwindigkeitsvektors zunächst alle aus den aerodyna- 
' mischen Grundgleichungen sich ergebenden Beziehungen im nichtschiebenden Fall &e = 0, 
u—=i,v—d, w= w aufgestellt und danach bei e+0 für u -4,v— 5, v—W,p—B,0-0 
 (p = Druck, eg = Dichte) Fourierentwicklungen mit Entwicklungskoeffizienten angesetzt, die 

sich als Funktionen lediglich von 0 erweisen. Für diese ergibt sich durch Einsetzen der v,v,w 

usw. in die Grundgleichungen und Vergleich der Potenzen von & ein Differentialgleichungssystem, _ 

das nach Aufstellen der Randbedingungen auf der Stoßwelle und der Geschoßoberfläche bis.auf _ 
enige gesondert behandelte Ausnahmefälle die Bestimmung der Fourierkoeffizienten gestattet; 

Bi sich heraus, daß nur endlich viele von ihnen von Null verschieden werden. Wenn u, vo, w 

mc i 


ihre räumlichen Ableitungen stetig von e abhängen, läßt sich sogar noch die Eindeutigkeit 
sung zeigen und eine Aussage über die Güte der gegebenen Näherung machen. Die Arbeit 
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vorgeschrieben. Zunächst wird aus einer Grundlösung mit der richtigen Singularität _ 
durch Spiegelung ein Potential 9, mit 91% = 0 auf I und II gebildet. Eine ge- 
eignete Fourierentwieklung von 915 auf III ermöglicht die Bestimmung eines Poten- 
tials 9,, so daß (go, + 9a = 0 auf I+1+ TIL. Ein Housierrelienan für Pz 
derart, daß 9o=o, + %a + 9%, alle Bedingungen erfüllt, würde unmittelbar auf ein 
unendliches Gleichungssystem führen, läßt sich aber näherungsweise (nämlich unter 
Benutzung asymptotischer Entwicklungen für die von N abhängigen Fourier- 
non) auf die Lösung einer egratsleicheng, wie sie in der Prandtl-Glauert- 
schen Theorie dünner Pr ofile auftritt, also auf die Bestimmung von Fourierkoeffi- 
zienten einer gegebenen Funktion zurückführen. Numerische Ergebnisse (Druck- 
verteilung und Widerstand) werden für verschiedene Diekenrücklagen und ver- 
schiedene Hinterkantenformen mitgeteilt und mit den Werten einer früher be- 
handelten Profilform (U. S. Air Force Report, F-Tr-1171-ND, June 1948) verglichen. 
Johannes Weissinger. 

Ferrari, Carlo: Sul problema del fuso e dell’ogiva di minima resistenza d’onda. 
Atti Accad. Sci. Torino, Cl. I 84, 3—18 (1950). 

Verf. nimmt seine Untersuchungen über die Frage nach der Gestalt des Dreh- 


‚körpers und des Ogivals geringsten Widerstandes (dies. Zbl. 23, 80, 25, 114) wieder 


auf. Zugrunde gelegt ist dabei — wie auch in andern diesbezüglichen Untersuchungen 
[Th.von Kärmän, Acead. Ital. Fondaz. A. Volta. Atti, Convegni 5, 222—-283 
(1935); M.J. Lighthill, Aeronauties Res. Committee Rep. & Mem. No. 2003 (1945) ; 
W.R.Sears, dies. Zbl. 31, 91] — die linearisierte Theorie der drehsymmetrischen 
Überschallströmungen. Während aber sonst mit dem Geschwindigkeitspotential 
- gearbeitet und die Randbedingung (Kontur gleich Stromlinie) auf der Kontur nur 
unvollkommen erfüllt wird, benützt Verf. die Stromfunktion und erfüllt in der 
erstgenannten Arbeit diese Bedingung auf der Kontur exakt. Er erhält für” den & 
Beiwert des Wellenwiderstandes (bezogen auf die größte Querschnittsfläche) die 

Darstellung = BEER eur 


.„=3(E Fam. a [msn & \ os m(& —&,) deds,. 


«al Gesamtlänge es ce > Höss von ar bis X = bh nn, 
- r, sein maximaler Radius, E=x/l, & = x/l, x-Achse = Geschoßachse = ich 
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_ der ungestörten Strömung, y hierzu senkrechte Koordinate in einer Meridianebene, 


E.- 


n7=yl) . Die Funktion f ist hierbei der Quellstärke der Belegung der x- a 
_ Überschallquellen proportional, aber nicht — wie bei den Bereanien: Verff, — aus 
To/2ar - -dFj/dx cs Anströmgeschwindigkeit, Mi=.F(2),= 
\ A an der Stelle =] und amt: Er nicht streng ee Machzahl- Munabhüngl 
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wird. Aus f kann dann die Meridianlinie des optimalen Drehkörpers bestimmt 
werden. Ein numerisches Beispiel (M = 2, a = 0, n, = 0,2) wird durchgeführt. 
(Die gewonnene und in Fig. 4 aufgezeichnete Kontur kann aber wirklich nur ‚‚grosso 
modo“ die gewünschte sein, denn sie erfüllt die Bedingung, durch oe = (0, 1, = 0,2 
zu gehen, dem bloßen Augenmaß zufolge um einige Prozente nicht; wenn schon 
die Quellbelegung der Geschoßachse so sauber bestimmt und die auftretende In- 
tegralgleichung geschlossen gelöst wird, wäre es wünschenswert gewesen, auch für 
die Gewinnung der endgültigen Kontur eine gewisse Mühe nicht zu scheuen.) — 
Einige Betrachtungen über die mit der Anwendung der linearen Theorie verknüpften 
Fehler leiten die Arbeit ein, einige Bemerkungen über das Ogivalproblem beschließen 
sie. Hermann Behrbohm. 

Etkin, Bernard and Vietor €. Szebehely: Comments on Truesdell’s paper on 
Bernoulli’s theorem for viscous eompressible fluids. Phys. Rev., Lancaster Pa., 
II. S. 80, 767 (1950). 

Die Arbeit enthält eine Kritik der im Titel genannten Arbeit (dies. Zbl. 36, 134). 
Die Zweckmäßigkeit der Formulierung von Truesdell wird in Zweifel gezogen und 
eine andere Erweiterung des Theorems von Bernoulli vorgeschlagen, welche sich 
auf einfache Art auf den klassischen Fall reduzieren läßt. Ludwig Biermann. 

Lighthill, M. J.: Refleetion at a laminar boundary layer of a weak steady 

disturbance to a supersonie stream, negleeting viscosity and heat econduetion. Quart. 
J. Mech. appl. Math. 3, 303—325 (1950). 
“Die laminare Grenzschicht wird als reibungsfreie Parallelströmung idealisiert, 
in der die Machzahl kontinuierlich vom Außenwert auf Null abnimmt. In dieser 
Schicht wird eine schwache stationäre Störung reflektiert. Sie pflanzt sich im Über- 
schallteil längs Charakteristiken fort, wobei alle Größen nur von der Machzahl- 
verteilung, nicht aber von der Temperaturverteilung abhängen. Die Wirkungen 
stromaufwärts erweisen sich als unbedeutend, ein Resultat, das zu vielen Versuchs- 
ergebnissen in Widerspruch steht. Auch die Widersprüche zu anderen Theorien 
werden in Hinblick auf die verschiedenen Vernachlässigungen besprochen. Von 
mathematischem Interesse ist die Behandlung von Langers Theorie für Differential- 
gleichungen mit einem großen komplexen Parameter. Klaus Oswatitsch. 

Oswatitsch, Kl.: Der Verdiehtungsstoß bei der stationären Umströmung flacher 
Profile. Z. angew. Math. Mech. 29, 129—141 (1949). 

Der Verdichtungsstoß auch an flachen Profilen bedingt einen Entropieanstieg 
und damit eine Wirbelbildung. Berechnet man den Widerstand aus der Druck- 
verteilung, so kann man den Entropieanstieg vernachlässigen. Er wird dagegen 
wesentlich, wenn. man den Widerstand aus dem Stoßwellenwiderstand ableiten will. 
Eine linearisierte Theorie ist dann nicht mehr brauchbar, Drehungsfreiheit darf 
dagegen angenommen werden. Eingehender behandelt wird noch das Verhalten 
der Strömung in größerem Abstande vom Profil, sie verhält sich dort wie eine Ecken- 
strömung. Diskutiert wird weiter der Einfluß des Entropieanstieges auf die Druck- 
verteilung und gezeigt, daß bei schallnaher Überschallströmung die bisherigen 
Formeln einer Korrektur bedürfen. Es sind größere Auftriebe und größere Wider- 
stände zu erwarten, sowie größere Dickenrücklagen für Profile kleinsten Wider- 
standes. Aus der Gleichheit, des aus Druckverteilung und des aus Stoßverlusten 
berechneten Widerstandes wird noch für Profile mit lokalen Überschallgebieten 
ein Zusammenhang zwischen Höhe des Drucksprunges und Druckverteilung am 
‚Pröfil abgeleitet. H. Söhngen. 

Rand, Robert C.: Prandtl-Meyer flow behind a curved shock wave. J. Math. 


Phys. Massachusetts 29, 124—132 (1950). 


Es ist bekannt, daß bei gleichförmiger Anströmung eines Profils die Strömung 
hinter einem gekrümmten Verdichtungsstoß nicht wirbelfrei, insbesondere also . 
keine Prandtl-Meyer-Strömung sein kann. Trotzdem wird von dieser vereinfachenden - 


x N a in der Dissertation von ne in Batavia, 1941) 
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Voraussetzung oft Gebrauch gemacht. Um einen Einblick darin zu gewinnen, wann 
dies zulässig ist, wird für ein einfaches spitzes Profil eine Anströmung konstruiert, 
die in der Umgebung des Profils isentropisch und gleichförmig ist, und hinter dem 
Verdichtungsstoß eine Prandtl- Meyer-Strömung erzeugt. Dadurch sind Stoßlinie 
und Anströmung im gesamten Gebiet eindeutig bestimmt. Die Ungleichförmig- 
keit der Anströmung wird dann als Maß für die Zulässigkeit der vereinfachenden 
Voraussetzung angesehen und an Schaubildern gezeigt, daß man damit bis zu 
Protilw inkeln von etwa 8° gut arbeiten kann. H. Söhngen. 

Puckett, A. E. and H. J. Stewart: The thiekness of a shock wave in air. Quart. 
appl. Math. 7, 457—463 (1950). 

Während bei vernachlässigter Zähigkeit und Wärmeleitfähigkeit Verdichtungs- 
stöße in eindimensionalen Überschallströmungen als Diskontinuitäten betrachtet 
werden können, ist dies in einem wirklichen Gas bei großen Geschwindigkeits- 
gradienten nicht mehr möglich, vielmehr erfolgt die Veraögermg in einem Gebiet 
mit endlichen, wenn auch Hanan Abmessungen. Dieses von R. Becker [Z. Phys. 
S, 321 (1922)] für die Prandtl-Zahl Pr=0,75 und konstante Werte der Zähigkeit (4), 
der Wärmeleitfähigkeit (A) und der spezifischen Wärme bei konstantem Druck (c,,) 
gelöste Problem greifen die Verfasser erneut auf, indem sie C„, 4 und / als Funktion 
der absoluten Temperatur 7 einführen, aber weiterhin die Prandtl-Zahl Pr = 0,75 
beibehalten. Es ergeben sich Stoßdicken von der Größenordnung mehrerer 
mittlerer freier Weglängen. Für den speziellen Fall des Beckerschen Problems ist 
der Verlauf der Geschwindigkeitsverteilung vom hohen zum niedrigen Wert über 
einer Art Reynolds-Zahl des Verdichtungsstoßes in einem Diagramm für verschiedene 
Machzahlen dargestellt. Verff. weisen darauf hin, daß diese Lösung bis auf einen 


konstanten Faktor mit der entsprechenden Lösung ohne Me (Pr=8]° 5 a 


fast identisch ist. F. Riegels. 


Storruste, A. and H. Wergeland: On two complementary diffraction problems. 
I. Cireular hole and dise in eonfocal eoordinates. Norske Vid. Selsk. Forhdl. ab = 


Nr. 10, 38—42 (1949). 


Das Problem der Beugung einer. ebenen Schallwelle, welche senkrecht auf eine 
_  schallharte dünne Kreisscheibe bzw. auf eine schallharte dünne Ebene mit kreis- 
 förmiger Öffnung trifft, wird mathematisch in den Koordinaten des abgeplatteten 
 Rotationsellipsoids formuliert. Siehe auch nachsteh. Referate. _ Josef Meixner. ; 
Storruste, A. and H. Wergeland: On two complementary diffraetion problems. 
II.. Transmission of sound through a ER hole. Norske 'Vid. Selsk. Hakan 21, 
E Nr. 11, 43—48 (1949). 


Die Durchlässigkeit einer Eesfbriaigen Öffnung in einer unendlich se 


 schallharten Ebene für senkrecht einfallende ebene Schallwellen wird theoretisch 
untersucht. Die Methode, Entwicklung der einfallenden und gebeugten Welle nach Be 


Sphäroidfunktionen i in den Koordinaten des abgeplatteten Rotationsellipsoids, ‘ 


3 Es * Numerische Berechnung des ne für dis er eine =: 


endlichen schallharten Ebene hindurehtretende ‚Scha 
N einer ebenen Schallwelle für verschiedene. ‚Wer 
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Wärmelehre: 


Klemensiewiez, Z.: On the. unorthodox versions of the Le Chatelier-Braun 
prineiple. Physica, The Hague 16, 795—804 (1950). 

Die vom Verf. so-genannte orthodoxe Fassung des Prinzips von Le Chatelier 
und Braun ist, in einfacher Form, die folgende: Ein freies System befindet sich 
in stabilem Gleichgewicht, wenn eine durch äußere Einwirkung erzeugte endliche 
Anderung eines seiner Parameter in dem betrachteten System eine Tendenz zu einer 
gegenseitigen Anderung dieses Parameters hervorruft. — Die von Ehrenfest, 
Planck u.a. gegebenen „nicht orthodoxen‘ Bedingungen stabilen Gleichgewichts, 
in denen z. T. die Unterscheidung zwischen verallgemeinerten Koordinaten und 
Kräften eine wesentliche Rolle spielt, sind, was die Göschichtb ihres Auftretens be- 

trifft, in früheren Mitteilungen des Verf. behandelt worden [Z. Scientia 43, 118 (1949); 

Ark. Fys. 1, 293 (1949)]. In der vorliegenden Mitteilung werden sie hinsichtlich 
ihrer sachlichen Reichweite verglichen. Verf. kommt zu dem Schluß, daß alle nieht- 
orthodoxen Fassungen entweder gelegentlich fehlerhaft sind oder doch nur in engerem 
Bereich überhaupt anwendbar sind. Uwe Timm Bödewadt. 

Huber, A.: Darstellung der Aktivitäten eines Zweistoffsystemes durch die 

Mischungswärme. Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., Anz. 1950 (87), 
2 294—295 (1950). 
FR @ Sears, Franeis W.: An introduetion to thermodynamies, the Kinetie theory 
of gases and statistieal mechanies. (Principles of Physics Series.) Cambridge, Mass.: 
Addison-Wesley Press, Inc., 1950. 350 p. $ 6,00. 
Be. Dieses Buch ist aus Vorlesungen über die Grundlagen und Methoden der Theme: 
 dynamik, kinetischen Gastheorie und statistischen Mechanik vor Nicht-Physikern 
entstanden. Die Darstellung ist dementsprechend ausführlich und elementar ohne 
dadurch an Genauigkeit einzubüßen; sie zeichnet sich überdies durch große An- 
schaulichkeit und Klarheit, durch viele schöne Figuren und viele instruktive Auf- 
‚gaben aus. Auch dem angehenden Physiker kann dieses Buch die Voraussetzungen 
‚für ein eingehendes Studium der makrophysikalischen und der atomistischen Theorie 
, der Wärme vermitteln. Josef Meixner. 


60x, R.T.: The statistical method of Gibbs in irreversible ehange. Rev. modern 
Phys., New York 22, 238—248 (1950). 
Die. Methoden det mikrokanonischen und kanonischen Gesamtheiten, welche 
'sprünglich für Gleichgewichtssysteme erdacht und mit großem Erfolg angewandt 
ırden, werden auch für Systeme im Nichtgleichgewicht, d. h. für irreversible 
jzesse nutzbar gemacht. Für die Wahrscheinlichkeiten Pi ein System der Ge- 
atheit in einem bestimmtem Zustand i zu finden, wird ein System von Diffe- 
tialgleichungen. aufgestellt, dessen Lösung bei kleinen Abweichungen vom 
hgewicht nach den AÄnderungsgeschwindigkeiten der makroskopischen Ko- 
aten (Beschränkung auf lineare Glieder wie in der Theorie der irreversiblen - 
esse meist üblich) entwickelt wird. Es ergeben sich, neben anderen allgemeine- 
ussagen, verschiedene Reziprozitätsbeziehungen, darunter jene von Ons ager 
2611,95; 4, 188). ‚Abschließend RR N _Minimalpri $ 
sible Prozesse diskutiert. Josef 
d, William: Condensation. phenomena 
Rev., Lancaster Pa. RI, BL 
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Gas als eine Gleichgewichtsmischung von idealen Gasen aufzufassen ist, deren 
jedes aus N, Tröpfchen (clustern) von je s=1,2,... Atomen besteht. Unter 
dieser letzteren Näherung wird für ein solches Gas nun quantenmechanisch die 
Zustandssumme aufgestellt und untersucht. Es stellt sich heraus, daß durch das 
„Clustern“, also die Einführung der van der Waalsschen Anziehungskräfte die 
Übergangstemperatur gegenüber dem idealen Gas er niedrigt wird, wie die genäherte 
Berechnung der Dompidruskkirve zeigt. Wilhelm Macke 


'Temperley, H. N. V.: Statistical mechanies of the two-dimensional assembly. 
Proe. R. Soc., London, A 202, 202—207 (1950). 

Die Arbeiten von Kaufmann und Onsager über einen zweidimensionalen 
Ferromagneten mit Wechselwirkung zwischen nächsten Nachbarn werden auf Netze 
von Honigwaben- resp. Dreiecksform übertragen. Es wird wieder eine Anomalie der 
spezifischen Wärme gefunden. Es wird darauf hingewiesen, daß die Wechselwirkung 


mit den übernächsten Nachbarn einen beträchtlichen Einfluß auf die Lage des 


Curiepunktes haben kann. Heinz Koppe. 


Janeel, Raymond: Le deuxiöme prineipe de la thermodynamique et la m6ea- 
nique ondulateire. Rev. sci., Paris 88, 160—177 (1950). 


Verf. berichtet über die quantenmechanische Begründung der Statistik. Neben 
den Arbeiten von Pauli und J. von Neumann werden vor allem die von Wata- 
nabe (Le deuxieme th&oreme de la thermodynamique et la möcanique ondulatoire, E 
Actual. sci. industr. 308, Paris 1935), Vonsowsky [Acad. Sci. USSR, J. Phys. 
10, 367—376 (1946)] und Davydov [Acad. Sci. USSR, J. Phys. 11, 336—343 
(1947)] besprochen. Gerhard Höhler. 


e Vernotte, Pierre: Thermoeinetique. (Publ. Sci. Techn. Ministere de l’Air 
no. 224.) Paris: Serv. Document. Inform. techn. A&ronaut. XXI, 459 pp. - 

In diesem Werke hat sich Verf. zur Aufgabe gesetzt, die Lehre. von der Bewegung der 
Wärme, welche nach der Zeit ihrer Begründung durch Fourier in den letzten Jahrzehnten 
stark vernachlässigt worden war, zusammenfassend darzustellen. Die Bezeichnung Wärme- 
fortpflanzung (propagation) lehnt er ab, da es an der zeitlich konstanten Fortpflanzungs- = 
geschwindigkeit, wie sie bei Wellen auftritt, hier mangelt; statt dessen wählt er Wärmebewegung R 
(thermoeinetique). (Ein dem deutschen Ausdruck Wärmeausbreitung entsprechendes Wort ist, en 
im Französischen nicht gebräuchlich.) Eine Hälfte des Buches ist der mathematischen Theorie 
gewidmet, die andere den praktischen Anwendungen sonderlich der messenden Physik. Theorie 

und Praxis sind dennoch nicht scharf getrennt, sondern durchdringen sich überall gegenseitig. 
. Es fehlt weder an eindringender mathematischer Untersuchung auch mit Hilfe höherer Me- 
thoden, noch an praktischem Blick für physikalische Sachverhalte oder nüchterner Kritik an 
den theoretischen „Stilisierungen“ der Probleme. Auf beiden Gebieten hat Verf. Eigenes hinzu- aa 
gefügt; so hat er ein einfaches Meßverfahren für die Wärmeleitzahl entwickelt, bei dem auf 
eine Platte des zu messenden Stoffes ein erhitzter Meßkörper gestellt wird, dessen Abkühlung 
verfolgt wird; er hat die zugehörige Theorie entwickelt, ferner z. B. für manche Fragen verall- 
 gemeinerte Thetareihen oder divergente Reihen herangezogen. — Das Ganze will ein Lehrbuch 
‚sein, welches dem Thermodynamiker eine gründliche Einführung in die Lehre von der Wärme- . 
_ bewegung gibt. Obwohl das Buch Strahlung und erzwungene Konvektion nicht weiter betrach- 
- tet, rein numerische Lösungsverfahren beiseiteläßt und auch in der "Theorie der Wärmeleitung 
"auf die Probleme vom Typ der Schmelzvorgänge nicht eingeht, ist es durch den Umfang der Ber 
behandelten Stoffe wie durch die Gründlichkeit ihrer Erörterung für den Mathematiker ie 
für den Physiker von großem Wert. — Ein Auszug aus dem Inhaltsverzeichnis möge folge 
E Der erste Teil (38 S.) behandelt die Grundlagen der Wärmebewegung: 1. Allgemeines (Wä! 
_ und Temperatur, Einheiten), 2. Bewegungsarten der Wärme, 3. Grundgesetz der Wärmebe 
7 gung (Gesetz von Fourier), 4. Randbedingungen, 5. Wärmeübergangszahl, 6. "Gleichung « 
 Wärmebewegung, 7. Schwierigkeiten der Lehre von der Wärmebewegung. — Der zweite Te 
4 ) stellt das Lehrgebäude der Wärmebewegung dar: 1. Dauerzustände, 2. Allgemeine ei 
rliche Zustände, 3. Veränderliche Zustände in endlichem Bereich (Einfache L A n; 
; Anwendungen der Fourierschen Methode), 4. Veränderliche Zustände in 
mit ae hie | Ba 1 : 
Fol; 268 Bedeutu 


_ 


416 


pflanzung; Fortpflanzung thermischer Signale ?). — Der dritte Teil (150 S.) bringt Anwendungen 
und Ergänzungen: 1. Messung der Wärmeleitzahl von Metallen nach dem Verfahren des statio- 
nären Punktes, 2. Die praktischen Näherungsverfahren, 3. Ein Abkühlungsproblem, 4. Zeit- 
abhängigkeit der Leitfähigkeit und der Randbedingungen, 5. Die beiden Lösungsformen der 
Wärmebewegung (mit Anwendung auf mittelgute Leiter), 6. Die allgemeinen Meßverfahren für 
die Wärmeleitung, 7. Das Dauersignalverfahren. — Es folgt ein Anhang (88 S.), in dem 27 frühere 
Arbeiten des Verf, (davon einzelne gemeinsam mit anderen) über die hier behandelten Fragen 
abgedruckt sind. Uwe Timm Bödewadt. 

Haase, Rolf: Zur thermodynamisch-phänomenologischen Theorie der Thermo- 
diffusion. Z. Phys., Berlin 127, 1—10 (1950). 

Diffusion und Wärmeleitung in realen Gas- und Flüssigkeitsgemischen werden 
nach den Methoden der Thermodynamik irreversibler Prozesse behandelt [Meixner, 
Ann. Physik 39, 333—356 (1941); dies. Zbl. 25, 122] und im wesentlichen dieselben 
allgemeinen Beziehungen für Teilchen- und Energiestrom erhalten wie von Wald- 
mann (dies. Zbl. 33, 139). Der Thermodiffusionsfaktor ergibt sich als aufgebaut 
aus gewissen kinetischen Koeffizienten und den partiellen Molenthalpien der Kom- 
ponenten. Macht man im Fall realer Gase die zunächst willkürliche Annahme, 
daß die kinetischen Koeffizienten druckunabhängig sind, so läßt sich bei bekannter 
Zustandsgleichung des Gemisches die Druckabhängigkeit der Thermodiffusion an- 

..geben. Der Vergleich mit den Versuchen von Becker und Schulzeff, Naturwiss. 
35,219 (1948), welche bis zu 80 atm gemessen haben, ergibt, daß die obige Annahme 
tatsächlich in einigen Fällen zutreffend ist. Ludwig Waldmann. 

; Dätwyler, 6.: Beiträge zur Hitzdrahtmethode. Z. angew. Math. Phys., Basel 
1, 298—316 (1950). 

Die Untersuchung betrifft die Berechnung des Betriebszustandes eines Hitz- 
drahtes aus den gegebenen Betriebsbedingungen unter Berücksichtigung des Ein- 
flusses des Drahtmaterials und des Durchmessers. Dabei werden die Wärmever- 
luste durch Ableitung an den Enden und die Strahlungsverluste vernachlässigt. 
Nach Berechnung des Heizstromes und des Spannungsabfalls pro Längeneinheit 
erfolgt mit Hilfe der Kingschen Gleichung die Bestimmung der Hitzdrahtempfind- 
lichkeit mit Hilfe einer einfachen und allgemein gültigen Näherungsmethode. Die 
abgeleiteten Formeln müssen aus der Arbeit selbst entnommen werden. ; 

Werner Schmeidler. 


Elektrodynamik: 


Ashour, A. A.: The induetion of eleetrie eurrents in a uniform eireular disk. 
Quart. J. Mech. appl. Math. 3, 119—128 (1950). ” 

Verf. betrachtet ein äußeres veränderliches Feld und eine homogene runde 
leitende Scheibe. Die Aufgabe der Berechnung der in der Scheibe induzierten Ströme 
wird auf die Berechnung elementarer Ringströme in der Scheibe mit Hilfe einer 
Fredholmschen Integralgleichung zurückgeführt. Die Formeln für die Scheibe wer- 
den auf eine beliebige Rotationsfläche erweitert. Für die Lösung der Integralglei- 
chung wird zunächst ein Näherungsverfahren angegeben, das auf fortgesetzten 
Substitutionen beruht. Dieses Verfahren wird an einem Beispiel numerisch er- 
läutert. Als zweite Lösung betrachtet Verf. die Fredholmsche Lösungsformel für 
die genannte Integralgleichung und erläutert diese ebenfalls an einem numerischen 
Beispiel. Zum Schluß geht Verf. auf die ‚‚freien“ Ströme in der Scheibe ein, welche 

' entstehen können, wenn kein äußeres Feld vorhanden ist. Max J.O. Strutt. 


FF Pratelli, Aldo M.: Sul campo elettromagnetico „‚ortogonale“ nello spazio-tempo. 
.Nota II. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. $. 9, 331-336 


’ 


(1950). 
05 Im dieser zweiten Arbeit wird das Integral des elektromagnetischen Bivektors 
ER 'F,„ über eine V, in der Raumzeitwelt betrachtet. Dieses Integral ist bekanntlich 


‚stets Null, wenn die V, geschlossen ist. Ist F,.„ einfach, so stellt sich heraus, daß 
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das Integral stets Null ist, wenn die V, in einer. „‚equipotentialen‘ V, enthalten ist. 
Eine solche V, heißt nach E.T. Whittaker [Proc. R. Soc. Edinbureß 42%, 1—23 
(1921—22)] , Aektropotenkale und ihre tangierende R, ist überall wenigstens halb- 
senkrecht zur R, von F;,. Ähnliche Betrachtungen hassen sich aufstellen für den 
„magnetoelektrischen‘ Bivektor *F,,= i,,3„.F”#* für den Fall, daß der Strom- 
vierervektor verschwindet, und es treten dabei die , ‚magnetopotentialen“ V, von 
Whittaker auf. Jan Arnoldus Schouten. 

Smith, P. D. P.: Artifieial field equations for a region where u aud e vary 
with position. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 1140—1149 (1950). 

Für ruhende Medien mit variablem u: und e werden die Feldgleichungen i in der 
vierdimensionalen Schreibweise zugrunde gelegt, die Verf. in einer vorangehenden 
Arbeit (dies. Zbl. 34, 123) mitgeteilt hat. Im Falle verschwindender Veitfähigken 
sind diese Gleichungen bei Vertäuschung von u mit e in den elektrischen ee ma- 
gnetischen Feldgrößen symmetrisch. Jeder Lösung ist daher in bestimmter Weise 

_ eine andere Enns zugeordnet, entsprechend den Wellen vom E- bzw. H-Typus in 
der Theorie der Hohlleiter. Verf. behandelt ausführlich solche Felder, für die nur 
eine Komponente des Viererpotentialvektors von Null verschieden ist. Für die 
Anwendungen interessiert besonders der Fall der Zylinderkoordinaten. Es werden 

' solche Verteilungen von e und u untersucht, die auf eine separierbare Wellen- 
gleichung führen, und Ausdrücke für die Feldgrößen, Fortpflanzungskonstanten, et: 
Grenzfrequenzen und Wellenwiderstände abgeleitet. ° Willi Rinow. 

| Watson, W. H.: Diseontinuity in eleetromagnetism. Proc. Symposia appl. 
Math., Nr.2, (Massachusetts Institute of Technology July 29—31, 1948. Bleeiro. = 
magnetic bar) 49—57 (1950). 35 

Wiesner, R.: Energetische Wechselwirkung zwischen dynamischer Elektronen- 
strömung und dynamischem Feld verschiedener GeRhnindEER Österreich. In- 
genieur-Arch. 4, 303-325 (1950). = 

Zadeh, Lotti A.: The determination of the impulsive response of Yarlaklı 

networks. J. appl. Phys., Lancaster Pa. 21, 642—645 (1950). 5 
| Es handelt sich um elektrische en deren Ein- und ee u) = 
und v(t) durch Differentialgleichungen = an 
[a,(t) (djat)r + --- + a, (t) d/dt + ap(t)] ult)=[d,,(t) (djdt" + +b,(t) djdt + bu( De) 2 
gegeben sind, wozu noch gewisse ce treten. Bei ‚gegebener rechter 
_ Seite wird die Funktion v(t) mit Hilfe der Greenschen Funktion des linksstehenden : 
_ Differentialausdrucks dargestellt. Durch Störungsrechnung, ausgehend von der ER 
_ Lösung für konstante Koeffizienten, werden die Greensche und weitere Hilfs 
funktionen näherungsweise ermittelt, wie an einem Beispiel gezeigt wird. 3 
Werner Schmeidler 
 Zadeh, Lotfi Mae: Cirenit Sträbyeies of linear” varying- parameter networks. 
Ei Phys., Lancaster Pa. 21, HATT (1950). > 
ERSNE Ausdehnung früherer Arbeiten: [Proe. Inst. Radio Engineers 38, 291,1 
2 (1950)] werden lineare Netzwerke mit: zeitabhängigen Koeffizienten behande =, 
ter "Benutzung der Fourier- bzw. Laplace-Transformation wird das Probl r 
en dargestellt. Dabei werden in Ausdehnung bekannt. 
) nten. u, die an ee "Ad! 


ER >> Adxß % T; eine „charakteristische‘“‘ Funktion mit der Matrix 
A = (a,,) zugeordnet. Zwei n-Pole A und B sind genau dann „äquivalent“, wenn 
Jap») =lBlty..,@,), und die Ungleichheit x(A) <y(B) ist gleich- 
bedeutend mit f4(a,:-,%,) Sfp(&5 +. -,%,). Die Umwandlung eines n-Pols A 
in einen äquivalenten n-Pol B kommt auf die Bestimmung eines n-Pols B hinaus, 
dessen charakteristische Funktion f5z(&,:-.2%,) =f4(&y - - -, %,) ist. — Ein n-Pol 
A kann in einen (n — 1)-Pol B umgewandelt werden; dies geschieht durch Elimi- 
nation der Veränderlichen x, gemäß fp(&1,.--, erde 
fa(&:-»% 17 1). Dieser Prozeß läßt sich auch unmittelbar an der Matrix A 
ausführen. Durch schrittweises Vorgehen gelingt es, mehr als eine Veränderliche zu 
eliminieren. Der umgekehrte Prozeß, Umwandlung eines (n—1)-Pols in einen 
n-Pol, wird durch Einführung einer neuen Veränderlichen verwirklicht ; er ist jedoch 
nicht wie der ursprüngliche eindeutig. — Als Anwendungsbeispiele der Methode 
werden die Umwandlung eines ‚Sterns‘ in ein „Dreieck“ und der umgekehrte Pro- 
zel3 vorgeführt, ferner die Umwandlung eines Zweipols in eine Wheatstonesche 
Brücke. W.Quade. 
Foster, Ronald M.: The average impedance of an eleetrieal network. Reissner- 
Annivers. Vol., Contr. appl. Mech., Ann Arbor, Mich., 333—340 (1949). 


' In einem elektrischen Netzwerk sei r, der im i-ten Zweig liegende Scheinwider- 
stand; J, sei der zwischen den Endpunkten des i-ten Zweiges gemessene Schein- 
2 widerstand des gesamten Netzwerks; S, sei der Scheinwiderstand, den man beim 
 . Auftrennen des i-ten Zweiges zwischen den beiden Enden der Trennstelle mißt. 


0 Esei die Anzahl der Zweige, V die der Knotenpunkte und P die der nichtzusammen- 
hängenden Teile des Netzwerks. Dann gilt (1) DI = V— P und dual dazu 
Br. : EEE ER ; 
SE i ; 

e 0) 3 = =E—-V+P. (1) und (2) sind äquivalent, da offenbar 2 + =: -1 


ist. Der Beweis von (2) stützt sich auf eine altbekannte Regel von Kirch- 
hoff zur kombinatorischen Berechnung der Scheinwiderstände von Zweipolnetz- 
werken; in der mitgeteilten Form gilt er für endliche Netzwerke. Interessant ist 
_ der Spezialfall, daß alle r, einander gleich sind und das Netzwerk in bezug auf seine 
Zweige symmetrisch ist; Verf. gibt dazu Beispiele. Die gemeinsamen Werte aller 
75 J, 8, mögen dabei mit r, J, S bezeichnet werden. Die obigen Sätze ee 
dann eine einfache Berechnung von J und S. Für unendliche Netzwerke behauptet 
Verf. im entsprechenden Falle: Ist ein unendliches Netzwerk symmetrisch in be- 
. zug auf seine Zweige und verbindet jeder Zweig einen Knotenpunkt, in dem genau 
ı Zweige zusammenstoßen, mit einem Knotenpunkt, in dem genau b, Zweige zu- 
;ammenstoßen, so ist (3) Jr =1—-r/S=1/b, + 1/b,. Ref. ist der Ansicht, daß 
Grenzübergang, mit dem Verf. die Formel (3) begründet, i. allg. unzur: : 
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Es ist leicht lesbar und leicht verständlich geschrieben und enthält eine große Zahl 
sehr guter Abbildungen. Der Inhalt des Buches entspricht etwa dem, was der 
Nichtspezialist über die Fragen der Optik wissen sollte, und was etwa in einer Vor- 
lesung: „Mathematische Ergänzungen zur Experimentalphysik“ über das Gebiet 
der Optik zu behandeln ist. Es ist ergänzt durch eine große Zahl von Übungsauf- 
gaben (mit Ergebnissen im Anhang). Die äußere Aufmachung und Ausstattung des 
Buches ist sehr gut. Umfang: 385 Seiten Din A 5. Kapitelüberschriften: Natur 
und Ausbreitung des Lichtes; Spiegelung und Brechung an ebenen Flächen; Spiege- 
lung und Brechung an Kugelflächen; Linsen; Linsen-Aberration ; Optische In- 
strumente; Polarisation; Interferenz; Beugung; Grenzen des Auflösungsver- 
mögens; Linienspektren; Thermische Strahlung; Photometrie; Farben. 
Johannes Picht. 

o Valasek, J.: Introduetion to theoretical and experimental opties. New York: 
John Wiley & Sons 1949. 454 p. $ 6,50. 

Tedone, Giuseppe: Sul primo problema della einematiea delle superfieie. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 9, 183—187 (1950). 

Ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes als Funktion A(z,«&) des 
Ortes x und der Richtung & gegeben, so erfordert die Bestimmung der Eikonal- 
flächen die Lösung eines kanonischen Differentialgleichungssystems. Hier wird ge- 
zeigt, daß dieses System durch gewisse sehr allgemeine Transformationen immer 
in das zu einer andern Funktion A gehörige Differentialgleichungssystem übergeht. 
Die Lösungen des einen Systems gehen dann durch diese Transformation in die 
Lösungen des andern Problems über. Insbesonders können so die Lösungen aniso- 
troper Probleme, bei denen also A wirklich von den x abhängt, aus den Lösungen 
isotroper Probleme gewonnen werden. Gustav Lochs. 


Svesnikov, A. G.: Die Ausstrahlungsbedingung. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.S. 73, 917—920 (1950) [Russisch]. ; 


Um aus den beiden Lösungen der inhomogenen Wellengleichung im unbe- 
grenzten Gebiet die physikalisch brauchbare auszusondern, kann man an Stelle 
der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung nach W.v.Ignatowski [Ann. 
Physik 18, 495 (1905)] dem Medium eine schwache Absorption zuschreiben und 
diese im Endresultat gegen null gehen lassen. Verf. nennt dies das „Prinzip des 
Absorptions-Limes‘‘. Statt dessen kann man auch die zeitabhängige Wellengleichung 
mit verschwindender Anfangsamplitude integrieren und die sich nach unendlich 
langer Zeit einstellende Lösung heranziehen [nach Tichonow und Samarskij, 
Zurn. eksper. teor. Fiz. 18, 2, 243 (1948)] ; dies nennt Verf. „Prinzip des Amplituden- 
Limes“. In $1 wird gezeigt, daß man im Gebiet zwischen zwei parallelen völlig reflek- 
tierenden Ebenen mittels des ‚Amplituden-Limes‘ die stationäre Lösung erhält, in $2 
wird für dasselbe Beispiel mittels des Amplituden-Limes die Eindeutigkeit der Lösung 
bewiesen. In $3 schließlich wird gezeigt, daß für die Beugung an einem endlichen Körper 
vorgegebener Materialkonstanten das Prinzip des Absorptions-Limes zu demselben 
Resultat führt wie die Ausstrahlungsbedingung. Sämtliche Beweise werden nicht 
im einzelnen durchgeführt, sondern ihr Gang in den wesentlichen Punkten referiert. 


Sie beruhen durchweg auf der Diskussion der Lösungen der inhomogenen Wellen- ar 


 gleichung in Form der bekannten Integraldarstellungn. Walter Franz. 


Panyt, 0. I.: Über angenäherte Randbedingungen bei Beugungsproblemen. Be 


 Doklady Akad. Nauk SSSR, n.S. 70, 589—592 (1950) [Russisch]. : 


_ berücksichtigt. Zum Vergleich der nach dieser Methode erhaltenen Lösung mit der 


Für die Lösung von Beugungsaufgaben war von Leontovit& eine Näherungs- 
methode vorgeschlagen worden, die unter Berücksichtigung der Randbedingung die 
Möglichkeit gibt, das elektromagnetische Feld außerhalb des beugenden Körpers. Fr 
zu finden, und die gleichzeitig die äußere Leitfähigkeit des Schirmes näherungsweise 
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exakten Lösung wurde vom Verf. eine asymptotische Entwicklung der exakten 
Lösung nach dem Parameter 1/k, durchgeführt, worin k, die Wellenzahl im Metall 
bedeutet. Es wurde gezeigt, daß die einzelnen Summen dieser Entwicklung als 
Lösungen der Randaufgabe nur für den äußeren Raum mit bestimmten Randbe- 
dingungen gefunden werden können, die vom Verf. als Leontovitösche Bedingungen 
1., 2., 3. und höherer Ordnung bezeichnet werden und die näher angegeben werden 
können. Die Methode wird am Beispiel der skalaren Wellengleichung sowie in An- 
wendung auf die Gleichungen der Elektrodynamik näher durchgeführt. 
Johannes Picht. 
e Cosslett, V. E. (edited by, for the Institute of Physies): Bibliography of 
eleetron mieroseopy. London: Edward Arnold and Co. 1950. 350 p- 40. net. 
Rüdenberg, Reinhold: The eleetron gun as illuminator for eleetron microscopy. 
Reissner Annivers. Vol., Contr. appl. Mech., Ann. Arbor, Mich., 341—363 (1949). 
Elementare Diskussion der parabelförmigen Elektronenbahnen in homogenen 
ax elektrischen Feldern, durch welche der Elektronenstrahler schematisiert wird. 
5 Walter Glaser. 
% Relativitätstheorie: 
_  @McCrea, W.H.: Relativity physies. (Methuan’s Monographs on Physical 
Subjets.) New York: John Wiley and Sons 1949. 87 p- $1,25. 
In einem kleinen Bändchen hat Verf. alles zur speziellen Relativitätstheorie 
" zusammengetragen, von den Grundgedanken über die Lorentztransformationen zu 
_ den Anwendungen auf allen Gebieten der Physik. Die Darstellung ist in mathe- 
matischer Beziehung betont elementar gehalten und der Verzicht auf die elegante 
Methode der Tensorrechnung rückt die physikalischen Zusammenhänge ganz aus- 
' gezeichnet in den Vordergrund, welche bei den sonst üblichen Invarianzbetrach- 
tungen oft teilweise verlorengehen. Nach allgemeinen Ableitungen in den ersten. 
Kapiteln folgen einzeln die Anwendungen der speziellen Relativitätstheorie auf 
Mechanik, Optik, Elektrizität, Atomphysik und Thermodynamik in weiteren. 


Wilhelm Macke. 
_ e Rainich, G. Y.: Mathematies of relativity. New York: John Wiley & Sons, 


1 


In 5 Kapiteln (Alte Physik, vierdimensionale Geometrie, spezielle Relativitäts- 
heorie, gekrümmter Raum und allgemeine Relativitätstheorie) führt Verf. den 
Leser in das Gedankengut der allgemeinen Relativitätstheorie ein auf einem Wege, 

'im Detail erheblich vom üblichen Schema abweicht. Das erste Kapitel enthält 
| einer Gegenüberstellung die Mechanik des Massenpunkts und des Kontinuums, 
ährend der Feldgedanke | | Max-- 
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eignetes Werk finden konnte“ (Vorwort). Zum Zweck der Veranschaulichung will Verf. ‚die 
Resultate der Relativitätstheorie in die anschauliche Sprache von Weltbezugssystem und Welt- 
äther übersetzen“. Das Resultat dieser Bemühung ist eine vollständige und verständliche Dar- 
stellung des Inhalts und der Folgerungen der speziellen und allgemeinen Relativitätstheorie 
(besonders ausführlich behandelt sind Theorie der Gravitation und Kosmologien). Dabei erweist 
sich die konsequente Betrachtung der Erscheinungen von einem bestimmten ‚„Weltbezugs- 
system‘ aus, sowie die Einführung des in diesem ruhenden Äthers als pädagogisch recht nützlich. 
Leider hat es aber Verf. für richtig gehalten, seinem ausgezeichneten Bezugssystem (in welchem 
die gesamte Materie des Kosmos im Mittel ruht) über das pädagogische Interesse hinaus eine 
prinzipielle Bedeutung beizulegen, und damit die Grundidee der Relativitätstheorie nachträg- 
lich zu negieren. Die Folge ist, daß immer wieder nach einer guten und richtigen Darstellung 
der Grundlagen und Folgerungen der Theorie durch „anschauliche“ Betrachtungen Fehler ent- 
stehen, welche dem Vorhergehenden widersprechen. Nachdeni z. B. bei Betrachtung des Uhren- 
paradoxons abgeleitet ist, daß während der Bremsperiode der bewegte Beobachter ein um so 
stärkeres Vorgehen der ruhenden Uhr feststellt, je weiter er entfernt ist (wegen des Einflusses 
des Gravitationspotentials), wird anschließend „anschaulich“ festgestellt, daß nur die Be- 
schleunigung einen Einfluß haben könnte und daher die Einsteinschen Überlegungen zu diesem 
Punkt unrichtig seien (S. 228). — Einer Reihe gegenstandsloser Scheinprobleme, welche mit 
dem Weltbezugssystem zusammenhängen, wird breiter Raum gegeben: obwohl Verf. zeigt, daß 
die Naturgesetze in diesem System genau so lauten wie in jedem anderen, nennt er die Fest- 
stellungen in diesem System „wahr“, alle anderen „scheinbar“, die dort beobachteten Träg- 
heitskräfte „wirklich“, die in anderen Systemen ‚„fiktiv“, und diskutiert derlei Unterscheidun- 
gen, welche durch die Relativitätstheorie gegenstandslos geworden sind, immer wieder. Diese 
wenigen Beispiele genügen, um darzutun, daß das vorliegende Werk als Einführung für Studenten 
nicht geeignet ist. Doch bietet es sehr viele wertvolle Anregungen für einen Leser, welcher 3 
mit den Grundlagen der Theorie bereits sicher vertraut ist. Dem eigentlich angesprochenen 
Experimentalwissenschaftler kann es als Einführung nur dann dienen, wenn er beabsichtigt, 
sich mit dem Inhalt und den Folgerungen der Relativitätstheorie vertraut zu machen, ohne 
auf das Verständnis der Grundideen Wert zu legen. Walter Franz. 


MeVittie, G. €.: Two-colour indices and general relativity. Monthly Not. 
roy. astron. Soc., London 110, 590—594 (1950). 


Orus Navarro, Juan J. de: Über ein Problem der Himmelsmechanik. Rev. mat. 
- Hisp .-Amer., IV. S. 9, 13—15 (1949) [Spanisch]. x Be re 
| Aus den klassischen Formeln für die säkularen Störungen der Perihellänge eines 
Planeten, der einer störenden Zentralkraft von der Form mr" (n=3,4,...) 
unterworfen ist, wird die aus der Einsteinschen Relativitätstheorie folgende Perihel- =: 
verschiebung abgeleitet, die einer störenden Kraft proportional r-* entsprechen 


würde. Karl Stumpff. 


 — Podolanski, J.: Unified field theory in six dimensions. Proc. R. Soc., London 
A 201, 234—260 (1950). i = ERrE en 
Eine Feldtheorie im 6-dimensionalen Riemannschen Raum wird vorgeschlagen 
nd untersucht, in der jeder Punkt unserer vierdimensionalen Welt durch eine 
 zweidimensionale Fläche repräsentiert wird. Die. kräftefreien Bewegungen dieser 
_ Fläche beschreiben die Wirkungen von Trägheit, Gravitation, Elektromagnetismus 
und einem weiteren Feld, das dem Verfasser geeignet erscheint, die Diverge 


« 


_  Vareollier, Hen 
on universelle. 
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. Atomphysik. 


Quantentheorie: 


eo Jellinek, K.: Verständliche Elemente der Wellenmechanik. I. Photonen, 
freie Elektronen, einelektronige Atome. Basel: Verlag Wepf & Co. 1950. 82 Abb., 
1 Tafel, 304.8. S.Rras4—, 

Das vorliegende zweibändige Werk versucht, einem Leser, bei dem offenbar 
die Anfangsgründe der höheren Mathematik (wie z. B. die Differentialgleichungen, das 
Fouriertheorem usw.) nicht als bekannt vorausgesetzt werden, die mathematischen 
und teilweise auch die begrifflichen Grundlagen der Wellenmechanik (nicht der all- 
gemeineren quantenmechanischen Betrachtungen!) klar zu machen. Wenn auch 
Verf. nach dem Vorwort die Mathematik „auf das mögliche Minimum beschränken‘ 
möchte, so bekommt man bei der Durchsicht des Buches doch den Eindruck, daß 
ein Leser, dem die (an sich sehr anschaulich) gebrachte Mathematik noch wirklich 
neu ist, wohl so sehr mit dem Studium dieser Mathematik zu tun haben wird, daß 
ihm die begrifflichen Probleme der Wellenmechanik vielleicht teilweise unklar bleiben 
dürften. — Im einzelnen beginnt der erste Band mit dem Dualismus Welle-Korpuskel, 
um dann auf dem Weg über die Wellengleichung der gespannten Seite zunächst zur 
Schrödingergleichung des Einelektronen-Problems vorzudringen. Diese wird für 
das Elektron im Kasten, für den linearen und den räumlichen harmonischen Oszil- 
lator, für den starren Rotator und das Wasserstoffatom gelöst und diskutiert. 

Fritz Sauter. 

eo Jellinek, Karl: Verständliche Elemente der Wellenmechanik. I. Mehr- 

elektronige Moleküle. Basel: Wepf & Co. Verlag 1951. 58 Fig., 13 Tab., XI, 610 8. 
8. Fr. 34.—. 

z Der zweite Band der „Wellenmechanik‘“ des Verf. (vgl. vorsteh. Referat) be- 
schäftigt sich außer mit der Theorie der Lichtemission in der Hauptsache mit den 
Mehrelektronenproblemen. Zunächst wird in einer ausführlichen Betrachtung des 
Heliumatoms das Vektormodell erläutert und die Berechnung der Heliumterme 
nach verschiedenen Störungsverfahren durchgeführt, wobei der Elektronenspin, dem 
elementaren Charakter des Buches entsprechend, nur modellmäßig berücksichtigt 
wird. Es schließt sich die Behandlung erst des Wasserstoffmoleküls und dann die. 
' des H,-Ions an. Den Abschluß des ausführlichen Werkes bildet eine sehr eingehende 


Untersuchung der chemischen Bindung. — Auch der fortgeschrittene Leser wird H 
' aus der durchaus eigenwilligen Darstellung des Verf. sicher manche wertvolle An- 
. regung schöpfen können. Fritz Sauter. 


Gamba, A.: The uncertainty relation. Nature, London 166, 653—654 (1950). 


Die Heisenbergsche Ungenauigkeitsrelation gibt für die gleichzeitige Bestimm- 


barkeit zweier Variabeln A, B eine obere Grenze an, welche in bekannter Weiseh 


_ durch ihre Unvertauschbarkeit, also AB— BA=0, gegeben ist in der Form 


3 
AB— BA 
2 


2 


(4A — A)? (B— Bi? > 
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Dirae, P. A. M.: La seeonde quantifieation. Ann. Inst. Henri Poincare 11, 
15—47 (1949). 

Verf. greift einen von Fock [Z. Physik 49, 339 (1928)] herrührenden besonderen 
Operatoren-Formalismus der Wellenfelder-Quantelung auf, der eine sehr übersicht- 
liche Darbietung ermöglicht. Bosonen und Fermionen ergeben sich in einfacher 
Weise aus den beiden Möglichkeiten von Symmetrisierung und Antisymmetrisierung 
einer Partikel-Gesamtheit. Die Theorie der ‚primitiven Systeme“ ist geeignet, 
den mathematischen Hintergrund der Quantelung zu beleuchten. Verf. gibt zuletzt 
eine natürliche relativistische Verallgemeinerung und vergleicht sie mit der Pauli- 
Weißkopfschen Quantisierung der Klein-Gordon-Gleiehung. F. L. Bauer. 

Valatin, Jean @.: La correspondance entre les op6rateurs de la th6orie d’une 
seule partieule et de la theorie du positron. ©. r. Acad. Sci., Paris 230, 925—927 (1950). 

In der vereinigten Theorie des Elektrons und Positrons, wie sie Verf. in mehreren 
Arbeiten (dies. Zbl. 36, 271) untersucht hat, treten Schwierigkeiten auf, wenn man 
die Operatoren in üblicher Weise mit Matrixelementen verbindet. Verf. gibt eine 
verbesserte Definition an, die anscheinend den inneren Eigenschaften des zugrunde 
liegenden Hilbertraumes besser gerecht wird. F. L. Bauer. 

e Heitler, W.: The quantum theory of radiation. 2. ed. (International Series of 
Monographs on Physics.) London: Oxford University Press 1950. 272 p. 20 s. net. 

Diese im Jahre 1944 erschienene zweite Auflage der bewährten Monographie über 
die Strahlungstheorie hält sich, durch Kriegsumstände bedingt, eng an die erste Auflage, 
Oxford 1936. So sind die Kapitel über die klassische Theorie der Strahlung, die Quanten- 
theorie des isolierten elektromagnetischen Feldes, die Wechselwirkung von Strahlung und 
Materie und die Positrontheorie unverändert übernommen worden. Tatsächlich sind ja auch 
in dem fraglichen Zeitraum hier keine grundsätzlich wichtigen Fotrschritte erzielt worden. N eu 
zugefügt sind in dieser Auflage Kapitel über die Kaskadentheorie und eine Darstellung der Heit- 
lerschen Theorie der Strahlungsdämpfung. Der Näherungscharakter des letzteren Gegenstandes  _ 
ist neuerdings mit Hilfe einer kovarianten Formulierung klarer herausgearbeitet worden 
[vgl. z.B. Gupta: Proc. Cambridge philos. Soc. 47, 454-456 (1951)], und die vom Verf. ge- 
äußerte Hoffnung auf eine konsistente divergenzfreie Theorie auf dieser Grundlage scheint nicht 
in Erfüllung zu gehen. Weitere kurze Zusätze betreffen die Elimination des longitudinalen 
Feldes und den kanonischen Formalismus der Elektrodynamik. In der vorliegenden Form 
gibt das Buch auch heute noch einen zuverlässigen Überblick über die Hauptanwendungen 
der Strahlungstheorie. Dennoch erscheint eine Neuauflage wünschenswert, in der die wesent- 
lichen Fortschritte der letzten Jahre, insbesondere die durch die invariante Störungsrechnung 
und die Renormierung von Masse und Ladung ermöglichte Berechnung von Strahlungskorrek- 


turen sowie neuere experimentelle Untersuchungen in geeigneter Form berücksichtigt werden. 
Harry Lehmann. 


Becker, R. und 6. Leibfried: Zur Methode der Quantisierung von Wellenglei- 
ehungen. Z. Phys., Berlin 125, 347—358 (1949). = 

Die Arbeit dient einem vorwiegend didaktischen Zweck: Der Übergang zwi- 
schen der Schrödingertheorie im Konfigurationsraum und der Theorie quantisierter 
Wellen im dreidimensionalen Raum wird ausgeführt, wobei sachlich nieht über den ! 
Fockschen Aquivalenzbeweis hinausgegangen wird. Die Darstellung wird am Bei. 7 Aa 
spiel des Oszillators genauer durchgeführt, wobei durchweg im Hilbertraum vor 
gegangen wird. Sodann erfolgt der Aufbau des gequantelten Feldes aus Oszillatoren. 
Es wird durchweg mit Bose-Statistik gerechnet und nur angedeutet, daß dieselben 


Gedankengänge im Grunde auch bei Fermi-Statistik anwendbar bleiben. A 
; Su Flügges 


h Galanin, A. D.: Strahlungskorrekturen zur Diraeschen Gleichung. 7 eksper. 
teor. Fiz., Moskva, Leningrad 19, 521—534 (1949) [Russisch]. e ge 
Verf. untersucht die Wechselwirkung zwischen dem Elektron und dem fluk- = 
tuierenden Nullpunktsfeld unter Verwendung einer Massenrenormalisierung, relati- Er 
vistisch, ohne Berücksichtigung der Polarisation des Vakuums. Er erhält die Ab- i 
weichung des magnetischen Moments des Elektrons um den Faktor &/2rı vom klassi- _ 
schen Wert und eine Lamb-shift. | ae 
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Roberts, K. V.: On the quantum theory of the elementary partieles. I. Intro- 
duetion and cJassieal field dynamies. 11. Quantum field dynamies. Proc. R. Soe., 
London, Ser. A 204, 123—144 (1950), 207, 228—251 (1951). 

I. P. Weiß hat in mehreren Arbeiten (dies. Zbl. 19, 430, 431) die Hamilton- 
Jacobische Theorie auf ein dynamisches Kontinuum übertragen. Verf. führt diese 
Überlegungen zunächst im Rahmen der klassischen Theorie weiter, indem er kano- 
nische Transformationen, Störungstheorie und die Tomonaga-Schwingersche Wech- 
selwirkungsdarstellung diskutiert. Außerdem gibt er Regeln für die Aufstellung 
der Hamiltonfunktion in dieser Darstellung. — II. Verf. geht von der im Teil I 
aufgestellten klassischen Theorie durch Umdeutung der Poissonklammern zur 
@Quantentheorie über. Er beweist die relativistische Kovarianz und diskutiert die 
Bewegungsgleichungen im Heisenbergbild, im Schrödingerbild und in der Wechsel- 
wirkungsdarstellung. Die Hamiltonfunktion in dieser Darstellung wird durch den 
Wechselwirkungsterm der Lagrangefunktion ausgedrückt. Ein Anhang behandelt 
die Integrabilitätsbedingung (Dirae, dies. Zbl. 33, 93). Verf. stellt weitere Arbeiten 
in Aussicht, in denen alle Ergebnisse der Theorie insbesondere die Feynman- 
Dysonsche S-Matrix aus der Lagrangefunktion hergeleitet werden, ohne daß die 
Hamiltonfunktion konstruiert zu werden braucht. Gerhard. Höhler. 

Üoester, F. and J. M. Jauch: On the role of the subsidiary eondition in quantum 
eleetrodynamies. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 149—156 (1950). 

In der Quantenelektrodynamik kann man entweder mit allen vier Kompo- 
nenten des Vektorpotentials A,(x) in symmetrischer Weise rechnen oder man eli- 
miniert den longitudinalen und skalaren Anteil und führt dafür das Coulombpotential 
ein (reduzierte Theorie). Die Verff. zeigen, daß beide Methoden zur gleichen S- 
Matrix führen. Wesentlich ist dabei die Definition des Vakuums. Ausgehend von 
der üblichen Definition für die reduzierte Theorie erhalten sie in der symmetrischen 
Theorie für Zustände zur Zeit — 00: 

FA, = 0, (AN AN) 0. 
Im Falle endlicher Zeiten treten stromabhängige Zusatzterme auf. [Erratum: Phys. 
Rev., II. S. 78, 827 (1950); vgl. auch dies. Zbl. 33, 142, 234, 34, 133, 279 sowie die 
folgenden Referate.] Gerhard Höhler. 

Gupta, Suraj N.: Theory of longitudinal photons in quantum eleetrodynamies. 
Proe. phys. Soc. London, Sect. A 63, 681-691 (1950). 

Belinfante [Phys. Rev., Lancaster Pa., II. 8. 75, 337 (1949)] hatte bemerkt, 
daß die Schwingersche Definition des Vakuums: A, (2) Po, = 0 (dies. Zbl. 33, 234) 
der Lorentzbedingung widerspricht und daß sie für i = 4 unbrauchbar wird, weil 
A} ein Emissionsoperator ist. Verf. erreicht durch Einführung einer indefiniten 
Metrik, daß A} Absorptionsoperator wird und ändert die Lorentzbedingung so 
ab, daß sie mit der Vakuumdefinition verträglich wird: FE a Y,= 0. Die-Er- 
gebnisse der neuen Formulierung stimmen mit denen der oe Theorie überein. 
Als Beispiel rechnet Verf. die Wechselwirkung zweier Elektronen und die Selbst- 
energie eines Elektrons. Gerhard Höhler. 

Bleuler, K.: Eine neue Methode zur Behandlung der longitudinalen und skalaren 
Photonen. Helvetica physica Acta 23, 567—586 (1950). 

Weitere Ausarbeitung der Theorie von Gupta (s. vorsteh. Ref.). Formulierung 
in der Wechselwirkungsdarstellung. Elimination des longitudinalen und skalaren 
Anteils des Vektorpotentials führt wieder auf die bekannte reduzierte Theorie. 


“ Durch Ausführung der inversen Transformation erhält Verf. aus der Vakuum- 


bedingung der reduzierten Theorie (keine transversalen Photonen) die der symmetri- 


‚schen Theorie. In Übereinstimmung mit dem Ergebnis von Coester und Jauch 


findet er für endliche Zeiten einen ladungsabhängigen Zusatzterm, der für t — + 00° 


_ verschwindet. . Gerhard Höhler. 
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Rayski, Jerzy: A note on the invariant formulation of the quantum field 
theory. Acta phys. Polonica 10, 29—31 (1950). 

Giäo, Antonio: Theorie des partieules fondamentales. II. Partieules non &lömen- 
taires (protons, neutrons, mesons). Portugaliae Math. 7, 1—44 (1948). 

Dans un travail anterieur (ce Zbl. 37, 422), VA. a developp& une theorie des 
particules &l&mentaires qu’il nomme emmons. Ces particules ont un ensemble 
denombrable d’&tats propres au point de vue masse, champ &lectrique, spin, l’etat 
de base etant l’electron habituel et les autres &tats, appeles mieroelectrons, devaut 
intervenir notamment dans la radioactivite ß. L’A. se preoceupe ici de la fusion 
d’emmons (sans perte de masse des eleetrons) qui donne naissance A ce qu’il appelle 
des hyperemmons. Ceux ci apparaissent physiquement:-comme protons, neutrons, 
mesons. Le papier est divise en quatre parties; dans la premiere, le processus de 
fusion des emmons est analyse. Dans la seconde, PA. rattache ce processus & des 
considerations cosmologiques provenant de sa theorie unitaire au moyen du principe 
suivant: a la fin du processus de fusion, il y a öquilibre a) entre le potentiel gravi- 
fique er&& par la distribution des hyperemmons et le potential gravifique qui corres- 
pond & la densit& fietive de masse reprösentee par la constante cosmologique gravi- 
fique A,, b) entre le potentiel &lectrostatique ere& par la distribution des hyper- 
emmons charges et le potentiel &lectrostatique qui correspond & la densite fictive 
de charge representee par la constante cosmologique &lectrique A,. A l’aidedce 
prineipe, !’A. montre que pour les cosmologies admettant une longue (ou infinimentt 
longue) phase anterieure de contraction, la fusion des hyperemmons au cours de 
cette phase a pu donner naissance ä& des particules soit neutres soit charg6s positive- 
ment. despin — 1/2 qu/il identifie avec les neutrons ou protons. La determination 
des masses propres correspondantes est reli6e au rayon de l’univers. Il etudie en- 
suite les processus de fusion pouvant se produire dans l’actuelle phase d’expansion 
de l’univers et identifie les hyperemmons correspondants avec les mesons. Une 
troisieme partie est alors consacree & l’etude du champ nucleaire. Le papier se 
termine par une etude de l’effet möcano-magnetique, faite & partir de sa theorie 
et par son LE aux moments ars du neutron et du proton. 2 

Andre Lichnerowiez. 

Bopp, Fritz und Rudolt Re Über di Möglichkeiten von Spinmodellen. z 
Naturforsch. 5a, 644—653 (1950). S 

La non-possibilite d’introduetion du spin dans la representation des eorpus- 
ceules el&mentaires par les modeles de la physique classique r6sulte de l’inexistence 

de valeurs propres ae entieres pour " Re moment SR total. Les AA. 


S 


= dans un  espace Se ne 
er er RR er tr, x olar,).. 

en discussion des valeurs propres et des re propres de Voperateur M® 
le cas n = 2 introduit des fonetions rögulieres d’indices demi-entiers. L’exame 
 P’equation. de Schrödinger dans le cas du probleme de deux corps montre q 
F condition d’uniformite restreint les fonctions d’ondes aux fonetions propres ass 
ala omb aisı n M, wa M, et par suite —_. entiers. ‚La nn d 
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anzugeben. Bemerkenswert ist, daß es für endlichen Spin durchaus unendlich- 
komponentige Wellengleichungen geben soll. F. L. Bauer. 
Broglie, Louis de et Rens Reulon: Sur les champs me&soniques lies a Feleetron 
dans la nouvelle th6orie du ehamp soustraetif. ©. r. Acad. Sei., Paris 230, 1009—1010 
(1950). 
Aus der „theorie du champ soustractif“ von de Broglie (dies. Zbl. 39, 228) 
läßt sich unter nicht sehr zwingenden Annahmen eine Mesonenmasse von 274 
Elektronenmassen herleiten. Pb. Bauer. 
Milijan&uk, V. $.: Über eine Möglichkeit des Aufbaus einer verallgemeinerten 
linearen Elektrodynamik. Doklady Akad. Nauk SSSR, n.S. 71, 871—874 (1950) 
[Russisch ]. 
Verf. diskutiert die linearen Verallgemeinerungen der Elektrodynamik nach 
Bopp (dies. Zbl. 28, 280) im Hinblick auf die Ergebnisse der Quantenelektrodynamik, 
ohne etwas wesentlich Neues zu bringen. Er behandelt insbesondere statische Po- 
tentiale, die von e=@r abhängen. [Bem. des Ref.: bei genauerer Untersuchung 
führen derartige Ansätze zu erheblichen Schwierigkeiten; vgl. H. Lehmann, dies. 
Zbl. 40, 132 und G. Höhler, Ann. Phys., Leipzig, VI. F. 9, 77—90 (1951)]. 
Gerhard Höhler. 
Sengupta, 8.: The wave-statistical theory of complex speetra. Indian J. Phys. 
23, 547—566 (1949). 
Auf Grund der ‚wellenstatistischen‘‘ Quantentheorie von Kar und insbesondere seiner 
Auffassung des Spins soll Verf. die schon bekannten /- bzw. g9-Summenregeln über die Multi- _ 
plettstruktur abgeleitet haben und darüber hinaus noch eine neue Summenregel (ö-Regel genannt) 
über die elektrostatische Wechselwirkungsenergie. [Bem. des Ref.: Die Verwendung der soge- 
= nannten wellenstatistischen Quantentheorie von Kar ist bedenklich. Sie geht aus von der An- 
E nahme der Kompressibilität jener fiktiven Flüssigkeit im Phasenraume, welche bekanntlich als 
> inkompressibel gedacht zur Veranschaulichung des Liouvilleschen Satzes in der statistischen 
Mechanik dient. Was den Begriff des Spins anbelangt, so ist er dem des Wirbels vergleichbar; 


bei den Folgerungen wird aber anscheinend eine Anzahl von unberechtigten Annahmen gemacht. 
S.0. Kar. 


Bau der Materie: 


Couteur, K. J. Le and S. Zienau: Coherent seattering of light by an atom and 
negative energy states. Proc. phys. Soc., London, Sect. A 63, 1223—1226 (1950). 
> Couture, Lucienne et Jean-Paul Mathieu: Etude des oseillations fondamentales 
d’un ensemble de groupements atomiques identiques au moyen de la methode du 

 eouplage. J. Physique Radium, VIII. S. 10, 145—150 (1949). 

_ Enthält ein Molekül mehrere gleichartige Radikale, so gewinnt man bekannt- 
lich Grundschwingungen des Moleküls aus solchen des Radikals nach der Kopplungs- 
methode: Man denkt sich in einem der Radikale eine Grundschwingung angenom- ' 
men und überträgt sie vermöge der Symmetrieoperationen auf die anderen. Dabei 
sind i.a. noch verschiedene mit der Molekülsymmetrie verträgliche Phasenbezie- 
hungen möglich. Im Falle höherer Molekülsymmetrie erfordert aber die einwand- 
freie Handhabung der Methode eine gruppentheoretische Analyse. Dabei zeigt es 
Sich, daß man nicht von den Symmetrietypen t, der Grundschwingungen des Radi- 

kals, sondern von den Typen T‘, des Moleküls auszugehen und deren Darstellungen 
' nach den t, auszureduzieren hat. Bedingen die zusätzlichen (d.h. nicht schon dem 
Radikal zukommenden) Molekülsymmetrien keine "Entartung, so wird man, von 
inem T', ausgehend, nur auf ein t, geführt, andernfalls auf mehrere. Doch kann 
ni. a. nicht von der Kopplung einer Grundschwingung des Radikals sprechen, 
ondern es wirken alle Grundschwingungen zusam den be- 
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In der ersten der fünf vorangehenden Arbeiten dieser Serie (Coulsen and Longuet- 
Higgins, dies. Zbl. 29, 186, 30, 284) wurde eine allgemeine Theorie der „‚bond order‘, Ladungs- 
verteilung, gegenseitiger Ladungs- und Bindungspolarisierbarkeit und Selbstpolarisierbarkeit in 
der Nomenklatur der LCAO-Methode für konjugierte Systeme gegeben. In den folgenden vier 
Arbeiten finden sich Anwendungen auf spezielle Beispiele. In der vorliegenden Publikation wird 
die allgemeine Theorie vervollständigt durch Berücksichtigung der vordem vernachlässigten Nicht- 
orthogonalität der atomic orbitals. Die Matrix {8,1 der Überlappungsintegrale der atomic orbitals 
läßt sich als Transformationsmatrix von ko- zu kontragredienten Koordinaten ansehen, und 
die Übertragung der alten Begriffe ist daher mehr oder minder angezeigt. Die Frage, wann 
allgemein Ladungsverteilung und bond order bei Berücksichtigung des Nichtbestehens der Ortho- 
gonalität numerisch ungeändert bleiben, findet die klare Antwort, dann und nur dann, wenn 
die Matrix {S,.»} mit der Matrix des Hamilton-Operators {H.»,} vertauschbar ist. Eine Über- 
legung zeigt diese Bedingung speziell dann erfüllt, wenn einerseits die Hauptdiagonalelemente 
H»» untereinander, andererseits die Quotienten entsprechender Nichtdiagonalglieder der beiden 
Matrizen, also H4»/S,» untereinander gleich sind. Zur zwanglosen Verallgemeinerung der in 
der ersten Arbeit gegebenen Integraldefinitionen der in Rede stehenden Größen empfiehlt es 
sich, statt der Elemente H,, eines zweifach kovarianten Tensors solche eines gemischt varianten 
Tensors einzuführen. Diesen H7, entspricht eine physikalische Bedeutung, die, wie Verff. be- 
legen, durch die Begriffe Ladungsaffinität und Bindungsaffinität des Atomes u zu v entsprechend 
den Fällen x =» und « =» (H7, = Hf) am besten charakterisiert wird. Die numerischen Ab- 
weichungen der verschiedenen Polarisierbarkeiten der allgemeinen Theorie von denen der ver- 
einfachten, allgemein und in einer numerischen Rechnung für Benzol und Butadien diskutiert, 
führen zu dem Schluß, daß für konjugierte Kohlenwasserstoffe keine wesentlichen Abweichun- 
gen zu erwarten sind, wenn nicht Heteroatome enthalten sind. Ernst Ruch. 


Craig, D. P.: Eleetronie levels in simple eonjugated systems. IT. Configuration 
interaetion in eyelobutadiene. Proc. R. Soc., London A 202, 498—506 (1950). 
Unstimmigkeiten in den mit der MO- und der VB-Methode berechneten Energie- 
termen von Cyelobutadien sind Veranlassung für die Anwendung einer in einer 
früheren Arbeit entwickelten Methode (dies. Zbl. 37, 425). Diese Methode darf die 
charakteristischen Vereinfachungen der beiden oben genannten nicht besitzen, 
wenn sie eine Entscheidung will treffen können. Einer kurzen diesbezüglichen Dis- = 
kussion folgt eine eingehende Behandlung des Cyclobutadiens. Die Wechselwirkung 
der ‚‚configurations‘“ zeigt sich von solchem Einfluß auf die Energietermskala, daß 
die Terme gegenüber den Rechnungen nach den obigen Methoden nicht nur in Be- 
zug auf ihre Abstände sondern auch hinsichtlich ihrer Reihenfolge wesentlich ab- 
weichen. Eine vergleichende Tabelle zeigt dies. Die molecular orbitals des Cyclobuta- 
diens sind als Linearkombinationen von 2p-Funktionen angesetzt, entsprechend den 
ersten Darstellungen der D,,-Gruppe. Damit werden alle Wechselwirkungsintegrale 
auf Mehrzentrenintegrale von 2p-Funktionen zurückgeführt, die zum großen Teil 
in der Literatur ausgerechnet vorliegen. In einer Tabelle findet man die Energie- 
terme berechnet bei Berücksichtigung und bei Nichtberücksichtigung von Drei- 
- und Vierzentrenintegralen. Ein Vergleich zeigt den für einzelne Terme wesentlichen 
- Einfluß der letzteren. In einer abschließenden Diskussion weist Verf. u.a. darauf _ 
hin, daß eine Beurteilung darüber, welche configurations für einen Term bestimmter 
Symmetrie hinsichtlich ihres energetischen Einflusses maßgebend sind, von vorn- 
herein im allgemeinen leider nieht möglich ist. Zwei weitere Arbeiten werden 
angekündigt. 3 ’ > Fe Ernst Ruch. 
Gordadze, G. 8.: Über ein Drei-Elektronen-Problem zweier nieht-äquivalenter 
Zentren. Soobsöenija Akad. Nauk Gruzinskoj SSR 11, 147—151 (1950) [Russisch 
Gordadze, G. $.: Über ein Vier-Elektronen-Modell von LiH. Soobscenij 
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von den bewegten Ladungsträgern auf die Gasmoleküle verantwortlich zu machen sei. Aus der 
Bewegungsgleichung für ein geladenes Teilchen in einem elektrischen und magnetischen Feld 
1 = 3 2. GG 0 3 
BEN e* 2 e co 

t= ZIEH] + HEH! 


m? m? 


LER: 
ntY=e&-tel[li$] wird eine Diffgl. zweiter Ordnung gt E 


— 2 lH) (io = Anfangsgeschwindigkeit) für die Geschwindigkeit i abgeleitet, aus deren 
mr > j x 2 


Lösung sich die von dem Teilchen in einem bestimmten Zeitintervall zurückgelegte Strecke und 
hieraus durch Summation die in einer bestimmten Zeit zurückgelegte Strecke ergibt. Angenähert 
folgt hieraus dann die mittlere Geschwindigkeit des Teilchens und der von ihm auf das Gas 
übertragene Impuls bzw. die resultierende Kraft N und damit das gesuchte Druckgefälle aus 
R = grad p. Die Darstellung ist sehr kurz gefaßt ohne die Einzelheiten der Zwischenrechnungen. 
Rudolf Seeliger. 

Eisenschitz, R.: The steady non-uniform state for a liquid. Proc. phys. Soc. 
London, Sect. A 62, 41—49 (1949). 

Die Häufigkeitsverteilung des Abstands (r) zweier Moleküle in einer Flüssig- 
keit genügt der Smoluchowskischen Gleichung, einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung 2;-Ordnung, welche gleich für den Fall des Nichtgleichgewichtszustandes 
(Geschwindigkeits- oder Temperaturgradient) hingeschrieben wird. Das dabei vor- 
kommende Potential wird aus der Verteilungsfunktion des thermischen Gleich- 
gewichts entnommen. Unter der Annahme, daß dieses Potential proportional r-1 ist 
für r — 0, läßt sich das Problem eindeutig lösen. Es werden Näherungsausdrücke 
für den Zähigkeits- und den Wärmeleitungskoeffizienten gewonnen und es ergibt 
sich, in Übereinstimmung mit der Erfahrung, daß ersterer in viel stärkerem Maße 
temperaturabhängig ist als letzterer. Ludwig Waldmann. 


Pellam, John R.: Wave transmission and reflection phenomena in liquid 
helium HI. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 73, 608—617 (1948). 

Die Hydrodynamik des superfluiden Helium II wird untersucht unter der An- 
nahme eines Phasengemisches aus normaler und superfluider Phase und angewandt 
auf die Ausbreitung akustischer Wellen in Helium II. Wilhelm Macke. 

Finkel’Stejn, B. N. und N. S. Fastov: Zur Theorie der Relaxationserschei- 
nungen in festen Körpern. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 71, 875—878 (1950) 
[Russisch ]. 

Zur Behandlung der Relaxationserscheinungen in festen Körpern führen Verftf. 
neben dem gewöhnlichen Deformationstensor &,, noch einen ‚„Relaxationstensor“ 
&; ein, welcher bei dynamischer Beanspruchung die Abweichung vom Gleich- 
gewichtszustand beschreibt, und setzen die freie Energie des Körpers für kleine De- 
formationen und kleine Abweichungen vom statischen Deformationszustand als 
quadratische Funktion (mit gemischten Gliedern) sowohl in den &,, wie in den &,, 
an. Bei Berücksichtigung der Symmetriebeziehungen enthält dieser Ausdruck zu- 
nächst 6 willkürliche Konstanten, von denen aber nur vier verschiedene Kombi- 
nationen in das Resultat eingehen. Die Ableitungen der freien Energie nach den Ei 
werden in üblicher Weise gleich den Komponenten des Spannungstensors gesetzt, 
während ihre Ableitungen nach den £,,, gleich Null gesetzt, zur Berechnung von 
(in ihrer Bedeutung. nicht klaren, sondern nur durch diese Gleichungen definierten) 
‚mittleren Abweichungen Ex benutzt werden. Wesentlich ist es nun, daß bei der 
Betrachtung der Relaxationserscheinungen die zeitliche Anderung der Komponenten 
des Relaxationstensors nicht proportional diesen Größen selbst, sondern den Diffe- 
renzen &,,— &;, gesetzt werden, wobei übrigens aus Symmetriegründen nur zwei 
Proportionalitätsfaktoren von der Bedeutung von Relaxationszeiten auftreten. 
‚Die weiteren Rechnungen verlaufen in üblicher Weise, und im besonderen erhält 
man für die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Longitudinal- und Transversal- 
wellen in solchen Körpern bestimmte frequenzabhängige Ausdrücke. Fritz Sauter. 

Kato, Norio: Refractive index of electron in erystal medium. Proc. Japan. 


Acad. 25, Nr. 2, 41—44 (1949). 
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Die Anwendung der von Bethe [Ann. der Physik 87, 55 (1 928)] entwickelten 
“Theorie der Hlektronenbaugung ist für den Laue-Fall auf parallelflächig begrenzte 
Kristalle beschränkt. Verf. erweitert die Theorie unter Berücksichtigung der ent- 
sprechenden Randbedingungen für keilförmige Kristalle, wie sie Draktisch häufig 
vorkommen. Die Gleichungen für die abgebeugten Strahlen enthalten dann neben 
dem kinematischen Anteil einen Anteil infolge der Brechung, der bewirkt, daß der 
kinematische Reflex in zwei gegeneinander verschobene Reflexe H und H’ auf- 
spaltet. Infolge des dynamischen Anteils spalten diese Reflexe ihrerseits wieder 
in je zwei auf Hyperbelästen gelegene Reflexe P’ und P’ bzw. Q’ und Q’ auf. Ihre 
Intensität ist am größten, wenn sie auf den Hyperbelscheiteln liegen, in denen die 
Braggschen Bedingungen nach der dynamischen Theorie erfüllt sind. Unter ge- 
eigneten Bedingungen können P',...,Q'’ gleichzeitig auf Scheitelpunkte fallen, 
die nahezu auf einer Geraden es Dieser Fall ist von L. Sturkey [Phys. Rev., 

II. Ser. 73, 183 (1948)] beobachtet und als Doppelbrechung interpretiert worden. 

Auf der andern Seite haben G. Honjo [J. phys. Soc. Japan 2, 133 (1947)] sowie 

L. Sturkey u. K. Frevel bzw. J. Hillier und R. F. Baker [Phys. Rev., II. Ser. 

68, 56 bzw. 98 (1945)] den Brechungseffekt, aber nicht den dynamischen Effekt k 
beobachtet, der nach der Theorie von derselben Größenordnung sein sollte. Verf. 2 
betrachtet dies als ein ernstes Problem. A. Kochendörfer. 

Bardeen, John: Wave funetions for supercondueting eleetrons. Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. S. 80, 567—574 (1950). ’ 

Unter Berücksichtigung der Wechselwirkung der Elektronen mit den Gitter- 
schwingungen werden Wellenfunktionen des Systems Elektronen plus Kristall- 
gitter untersucht, die Kombinationen von Blochschen Wellenfunktionen der Elek- 
tronen sind. Es ergibt sich ein Kriterium für Supraleitung, das etwa besagt: EeB & 
stärker die Wechselwirkung der Elektronen mit dem Gitter, desto höher der Sprung- er 
punkt. = Friedrich Hund. 

Bardeen, J.: Relation between lattice vibration and London theories of super- 

 eonduetivity. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 81, 8239—834 (1951). 

Die supraleitenden Elektronen in der Gitterschwingungstheorie der Supra- 
leitung haben sehr kle ine effektive Masse und geben darum starken Diamagnetismus, < 

der Londonschen Theorie entsprechend. Friedrich Hund. 

Tisza, L.: Theory of superconductivity. Phys. Sn Lancaster Pa., II. 8.80, 
717—126-4950). g 

: Aus Wellenfunktionen einzelner Rlektronen in aan werden durch a 
_ symmetrisierung Wellenfunktionen des Systems der Elektronen eines Kristallgitters 
gebildet. Unter Berücksichtigung der Gittertranslationen werden danach Wellen- 
funktionen richtiger Symmetrie hergestellt; zwischen den Wellenfunktionen gleicher 5 
 Symmetrieeigenschaften besteht quantenmechanische Resonanz. Gewisse einfacl 
der so entstehenden Kombinationen können als Elektronengitter angesproche 
3 _ werden. Unter bestimmten Umständen (deren Eintreten n icht gezeigt wird) könn 
solche Zustände die Eigenschaften von Supraleitern ‘haben. Friedrich Huna 
'Luttinger, J. M.: A note on Tisza’s theory of supereonduetivity. ee 
er Pa., II. S. 30, 727—729 (1950). 
Auch die „elektrische“ Gleichung. in Londons phänomenologischer Theorie 
en . bei dem ‚von Tis za betrachteten an ‘erfüllt. >: 
les: Friedrich. 
Pelzer aı ‘ Zienau: ‚Properties of slow .eleetron 
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sich zu tieferen Energien hin beträchtlich verschiebt, jedoch verhalten sich langsame 
Elektronen sehr ähnlich wie freie Elektronen. Von diesem Resultat ausgehend 
kritisieren Verff. die von Landau und Pekar behauptete Möglichkeit des self 
trapping (Polaronen). Gerhard Höhler. 


Kernphysik: 


e Cosmie radiation. Colston Papers based on a Symposium promoted by the 
Colston Research Society and the University of Bristol in September 1948 now pub- 
lished as a Speeial Supplement to Research, a Journal of Seienee and its Applications. 
London: Butterworths Scientific Publications 1949. VIII, 189 p. 

Dieses Buch enthält eine Zusammenstellung der Vorträge über kosmische Strah- 
lung, welche auf dem Symposium in Bristol 1948 unter den Auspizien der Colston- 
Gesellschaft gehalten wurden. Es handelt sich demzufolge auch hier mehr um eine 
Vielfalt interessanter Arbeiten, die ihr besonderes Gewicht durch die Mitwirkung 
namhafter Autoren erhält. Nach einer Einleitung von Powell folgt ein Bericht 
‚von Bradt und Peters über experimentelle Untersuchungen der Primärstrahlung 
mit Photoplatten. Aus dem nächsten Abschnitt über Kernexplosionen dureh die 
kosmische Strahlung sei auf die Aufsätze von Bernardini über Kernzerfall und 
von Ladenburg über die Neutronenverteilung in der Atmosphäre besonders hin- 

gewiesen. Es folgen weitere Abschnitte über die x- und -Mesonen, durchdringende 
und ausgedehnte Schauer, Mesonentheorie und technische Apparate. — Seiner Ge- 
samtanlage entsprechend stellt das Werk natürlich keine geschlossene Darstellung 
der kosmischen Strahlung dar, und die gegenwärtig schnelle Weiterentwicklung 
gerade dieses Gebiets hat zur Folge, daß sich verschiedene, wenngleich nicht ent- 

scheidende Einzelheiten durch neueste Arbeiten geändert haben. Bemerkt sei noch 

B die ganz vorzügliche Ausstattung des Buches in Papier und Druck. 

Wilhelm Macke. 


5 e Fermi, Enrico: Nuelear physies. A course given at the University of Chicago. 
0 — Notes eompiled by Jay Orear, A. H. Rosenfeld and R. A. Sehluter. — Revised 
edition. Chicago: University of Chicago Press; London: Cambridge University 
i Press 1950. IX, 246p. 228. 6d. 

' Diese Ausarbeitung der Fermischen Vorlesung über Kernphysik behandelt 
ER in er, ausführlicher und gut gegliederter Darstellung folgende Gebiete: Eigen- 
. schaften der Kerne, Wechselwirkung von Strahlung und Materie, x-Emission, B- 
. Zerfall, y-Zerfall, Kernkräfte, Mesonen, Kernreaktionen, Neutronen, Höhenstrahlung. 
Die Theorie wird in engem Zusammenhang mit den wichtigsten Experimenten 
= dargestellt. Angenehm sind die reichhaltigen Literaturangaben sowie die Ergän- 
zungen der Vorlesung durch einen Anhang zu einzelnen Kapiteln, Fußnoten und 
‚ufgaben mit Lösungen. Die Ergebnisse der Theorie werden in den letzteren bis zu 
(m 5, numerischen Folgerungen und zur Durchrechnung von Experimenten weitergeführt. 

n Vorkenntnissen wird etwa der Stoff einer Vorlesung über Quantenmechanik 
orausgesetzt sowie die Grundbegriffe der Elektrodynamik und der statistischen 
Mechanik. Die Auswahl des Stoffes und besonders auch die Art, in der er ‚darge- 

R oten wird, machen dieses Buch zu einer Zug Ein in das Gebiet der Kern- 
3 yeik, Gerhard Höhler. = 

- Powell, 6 : Mesons. Phys. So Rep. Droge. Phys. 1, 35024 A 
% sführlicher Bericht über die Methoden zur Erzeugung von ‚Mes ne 
BR uchung ihrer Eigenschaften. Inhalt: historische Einleitu ? 
n- und der w-Mesonen, künstliche Erzeugung ı von - -Mesone 
mise rt a En weitere T 
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Hu, Ning: The S-matrix in meson theory. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 
80, 1109—1110 (1950). 

Verf. versucht in dieser Note zu zeigen, daß sich die Divergenzen der pseudo- 
skalaren Mesontheorie mit Pseudovektorkopplung durch Renormierung von Masse 
und Ladung eliminieren lassen. Aus der Tatsache, daß die Zahl der primitiv diver- 
genten Graphen unbeschränkt ist, sofern Pseudovektorkopplung vorliegt, hat man 
bisher auf ein Versagen der Renormierungsvorstellung geschlossen (vgl. Matthews, 
dies. Zbl. 40, 130). Verf. kommt zum Ergebnis, daß nach Berücksichtigung aller 
Selbstenergieeffekte niedrigster Ordnung der inneren Mesonlinien eines Graphen 
sich die Renormierung wie in der Quantenelektrodynamik durchführen läßt. Man 
wird abwarten müssen, ob sich das wichtige Problem der Strahlungskorrekturen 
bei Pseudovektorkopplung hiermit allgemein befriedigend lösen läßt. 

Harry Lehmann. 

Marty, Claude et Jaques Prentki: Sur la d6sint6gration du möson. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 226, 787—789 (1948). 

Für den Zerfall des x-Mesons in zwei Fermionen ist die Zerfallswahrschein- 
lichkeit nach der Mollerschen fünfdimensionalen Mesonentheorie berechnet. Die 
numerischen Abschätzungen, die sich anschließen, sind durch den heutigen Stand 
der experimentellen Forschung überholt. Leo Bauer. 


Kwal, Bernhard: Quelques eonsöquences du rayonnement- des partieules tres 
rapides dans le champ magne6tique. J. Phys. Radium 11, 685—690 (1950). 

Es wird die Anzahl der Photonen, die ein schnelles geladenes Teilchen (Elektron, 
Meson oder Proton) auf seinem Wege durch ein gegebenes Magnetfeld (auch Dipol- 
feld) aussendet, berechnet; und zwar nur der Teil desselben, der von dem Maximum 
des Photonenspektrums stammt [s. z.B. Arzimovic u. Pomeransuk, Acad. 
Sci. USSR, J. Physics 9, 267 (1945); Ivanenko u. Sokolov, „Klassische Feld- 
theorie‘, Moskau 1951, $ 43]. Mit Hilfe des Ergebnisses wird untersucht, in welchem 
Energieintervall Mesonen, die etwa von der Sonne ausgesendet würden, die Erd- 
atmosphäre erreichen könnten. Detlof Lyons. 

Huby, R.: Capture of negative mesons. Philos. Mag., London, VII. S. 40, 
685—698 (1949). = 

Ein negatives Meson, das in einem dichten Materiai abgebremst wird, wird 
bezüglich seiner Aufenthaltszeit 1. vor seinem Einfang in die innerste Bohrsche 
Bahn um den Kern (Zeit r), 2. innerhalb der Bohrschen Bahn (Zeit des ‚„‚trapping‘‘) 

untersucht, wobei vom Zerfall abgesehen werden kann. Die Anfangsenergie des 
Mesons wird wie bei F. T. (Fermi u. Teller, dies. Zbl. 29, 240) als genügend klein 

_ angenommen, so daß die Voraussetzungen der Rechnungen im wesentlichen von : 

. dort übernommen werden konnten (statt Bohrscher Bremstheorie die Anwendung 
des Thomas-Fermi-Modells). Verf. zeigt aber, daß im Gegensatz zu F. T. eine merk- > 
liche Wahrscheinlichkeit für „trapping‘‘ besteht, worauf auch die im Text ange- 
führten Experimente einiger Autoren hindeuten. Die quantitativen Ergebnisse 
der Rechnung sind aber wohl nur als provisorische anzusehen (was vom Verf. auch 
besonders betont wird), da die Rechnung des Verf. zum größten Teil mittels klas-- 
sischer Abschätzungen erfolgte. Für Nichtleiter ergibt sich für 7 derselbe Wert wie 
beiehr is: % Detlof Lyons. 

Barker, P. €.: Schwinger potential in nuclear forces. Proc. phys. Soc. Lon- 
don, Sect. A63, 898—909 (1950). 2 en 

Die Kernkräfte werden als gemischtes pseudoskalares und Vektormesonen- 
feld angenommen und untersucht. Die Anteile der Mesonen dabei sind so gewählt, ä 

daß die divergenten Glieder (V —1/r) sich fortheben. Übereinstimmung mit den 
verschiedenen experimentellen Daten über die Bindung und Streuung von Nukle- 
onen ließ sich jedoch nicht voll erzielen. Wilhelm Macke. =: 


Be: Der maximale Wert des äußeren Aula kreidgs zus mit dem en 
x Kenne ‚gesetzt. 
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Holmberg, Bengt: On the seattering of fast neutrons by non-central interaction. 
Fysiograf. Sällsk. Lund Förhdl. 18, Nr. 7, 31 S. (1948). 

Aus dem experimentellen Mäterial über das Neutron-Proton-System bei kleinen 
Energien (einige MeV) weiß man, daß die Zentralkraft durch eine Tensorkraft zu 
ergänzen ist. Für kleine Energien ist diese Ergänzung meist als Korrektur zu be- 
handeln. Will man ihre Konsequenzen bei hohen Energien untersuchen, muß man 
die dadurch bedingte Koppelung zwischen Zuständen verschiedener Drehimpulse 
streng ausführen. Der hierzu notwendige Formalismus wird in der vorliegenden 
Arbeit auf zwei Weisen (Lösung der Schrödingergleiehung und Benutzung der 
S-Matrix) entwickelt bis zu Schlußformeln für den Wirkungsquerschnitt. Numerische 
Angaben zur Berechnung der Lösungen sind angefügt. S. Flügge. 

Holmberg, Bengt: On some phase-potential relations. Fysiograf. Sällsk. Lund 
Förhdl. 20, Nr. 4, 49—57 (1950). 

Rainwater, James: Nuelear energy level argument for a spheroidal nuelear 
model. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 79, 432—434 (1950). 

Im Anschluß an die Arbeiten zum Einteilchenmodell des Atomkerns gibt Verf. 
eine Erklärung für die Quadrupolmomente von Kernen mit einzelnen unpaarigen 
Nukleonen, welche empirisch erheblich größer sind, als sie durch ein einzelnes um- 
laufendes Nukleon hervorgerufen werden können. Gibt man jedoch im Sinne eines 
Variationsprinzips einem solchen Kern die Chance, im Sinne eines Ellipsoids zu 
deformieren, so wächst die Energie des Gesamtkerns nach dem Tröpfehenmodell 
um ein Zusatzglied + e® A (e = Exzentrität), während die Energie des umlaufenden 
einzelnen Nukleons im elliptischen Potential sinkt um einen Beitrag — eB. Die 
Variation der Energie führt entsprechend auf e= 0, so daß sich ein Quadrupol- 
moment ergibt, an dem der Kern in seiner Gesamtheit beteiligt ist. 

Wilhelm Macke. 


Born, Max and L.M. Yang: Nuelear shell strueture and nuelear density. 
Nature, London 166, 399 (1950). 

Gegenüber den verschiedenen Erklärungen der Schalenstruktur in Atom- 
kernen nach dem Einteilchenmodell wird hier gezeigt, daß sich die charakteristi- 
schen Zahlen auch in allgemeinerer Weise verstehen lassen auf Grund eines auf 
Fermi zurückgehenden Zusammenhangs zwischen Dichte und maximalem Bahn- 
drehimpuls der Teilchen eines entarteten Systems, unabhängig von der Wechsel- 
wirkung. Versteht man daher unter dem Schalenabschluß das Auffüllen des Kerns 
bis zu einer gegebenen Bahndrehimpulszahl, so ergibt sich eine Zahlenfolge, die 
in guter Näherung mit den bekannten charakteristischen Zahlen (2, 8, 20, 28, 50, 
82, 126) übereinstimmt. Wilhelm Macke. 


Kar, K.C. and M.L. Chaudhury: The wave statistieal theory of alpha-disinte- 


gration. Indian J. Phys., Caleutta 24, 545—565 (1950). 


Es handelt sich um eine wellenstatistische Theorie des Kernzerfalls durch 
Emission von «-Teilchen. Alle früheren diesbezüglichen Theorien benutzen die 
von Gamow eingeführten Vorstellungen. Diese werden hier verworfen. Die 
Verff. stellen sich dafür folgendes physikalische Bild vor: Das «-Teilchen über- 
steigt den Potentialhügel eben mit der Energie, die nach klassischen Begriffen dazu 
erforderlich ist; außerhalb des Kerns soll aber auf das Teilchen eine retardierende 
Kraft vom Yukawa- -Typ auf einer recht kleinen Strecke einwirken, so daß am Ende, 
dieser Strecke die beobachtete kleinere Energie vorliegt. Die angewandten Wellen- 
gleichungen sind die wellenstatistischen des ersten Autors, welche das Aussehen von 


=) Schrödingergleichungen haben. Als Ergebnisse finden sie u. a. explizite Formeln 


für die Zerfallskonstante A und den Kernradius, der sich von A unabhängig zeigt. 


